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INTROOUCCIQN
Las distintas caracterizaciones de los cerrados y acotados 
de la recta real, dan lugar a diferentes tipos de compacidad. 
Entre estas destacan: Los espacios compactos, los espacios nu
merablemente compactos, los espacios secuencialmente compactos, 
los espacios de Bolzano-Ueiersitrass y los espacios de Ueierstrass 
En esta memoria se pretende realizar un estudio detallado 
de los espacios topologicos numerablemente compactos y se­
cuencialmen te compactos. Asi, el Capitulo III se dedica al es­
tudio de los espacios numerablemente compactos y localmente nu­
merablemen te compactos y el Capitulo 11/ a los espacios secuen - 
cialmente compactos y localmenite secuencialmente compactos.
Por otro lado, es bien comocido la importancia oe sumergir 
un espacio topologico dentro de un espacio compacte, dando lu­
gar al estudio de las compactitficaciones de un espacio topolo­
gico, tema sobre el cual existe una extensa bibliografia,,
En relacion con las compaetificaciones y el estudio de les 
M-espacios, K. Mori ta, en (28), considéra el problems de sumer­
gir un espacio topologico en um espacio numerablemente compacte.
E sto da lugar a las numerables compact ificaciones .
El Capitule \J de esta memeria, se dedica a las numerables 
cdmpactificaciones de un espacio topologico.
Por ultimo, en relacion con el problema de descripcion de 
termines topologicos, utilizan'do exclusivamente la teoria de 
convergencia de sucesiones, R. BROUN en ( 9), sumerge un espacio 
topologico en un espacio secuemcialmente compacte, obteniendose 
lo que denominamos secuencial compactificacion de Alexandroff
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de un espacio topologico. Este trabajo y el citado an teriormen 
te de K. MORITA, nos ha 1levado a considerar las secuenciales 
compactificaciones de un espacio topologico, a las que se de­
dica el Capitulo VI.
En el Capitulo I y primer parrafo del Capitulo II, se re- 
coge el material auxiliar necesario en los capi tulos siguien tes.
En los parrafo s 2,3,y 4 oel Capitulo II, se establecen al- 
gunos resultados de los axiomas de separacior que son indepen- 
dientes del resto de la memoria.
A efecto de facilitar la lectura de esta memoria, se ha 
incluido, sin demostraciones, los resultados mas conocidos de 
los conceptos que se tratan en cada capitulo. Ello da lugar, 
tel vez, a una excesiva extension.
A cont inuacion se pa sa a detallar el con ten i do de cada 
capitulo, haciendo hincapie en los resultados que no hemos 
encontrado en la bibliografia existente sobre esto s ternes.
En el parrafo 1 del Capitulo I, se estudian algunas 
generalizaciones del I.A,N..S e enfoca la introduccion de estos 
conceptos definiendo el rango de un espacio topologico (22). De 
algunos de estes axiomas se estudia su comportamiento frente a 
la construccion de topologies iniciales y finales. Oe entre es 
tos cabe destacar los esoacios subsecuenciales, de los cuales 
solo hemos encontrado en la bibliografia, su definicion(15). 
Estos espacios parecen tener una importancia analoga a la de 
los espacios de Frechet y secuenciales,
Tambie^n se estudia la relacion de los espacios subsecuen*- 
Giales con las distintas generalizaciones conocidas del I,A,N,
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El estudio de las numerables ccmpactificaciones de Alexan 
aroff y secuenciales ccmpactificaciones de Alexandroff, nos ha 
1levado a définir los espacios iso-secuenciales compactes.
Los parrafos 2, 3 y  ^ del Capitulo I se dedican a nstudiar 
generalizaciones de los axiomas: II.A.N, , L ’ndelof y separa­
ble respect!vamente. Estas generalizaciones surgen al sustituir 
el cardioal por un cardinal estrictamente mayor.
En to da s estas generalizaciones, se estudian el comport a- 
miento de cada uno rie los espacios introducidos,en la construe 
cion de topologias iniciales y finales.
En el parrafo 1 del Capitulo II, se ccnsideran a leunos 
axiomas de separacion comprendidos entre el T^ y el ya ccro 
cidos y se defined los EKC-escacios y SKC-espacios. Se astable 
cen proposiciones cue relacionan estos nuevos conceptos con los 
ya conocidos. Estos resultados se utilizan en los Capitulos III 
y IV.
En el parrafo 2, se establece el siguiente re su Ita do, so­
bre extensores en to rno s ab so lu to s ;
“ (X .,T . ) es un extensor entorno absolute, si y so 1 amen
.i6I  ^ ^
te si^  para todo i € I , es un extensor entorno absolute y
card (I ) ^ H q . “
Eh el parrafo 3, se refina un resultado sobre la caracte- 
rizacion de los espacios normales por particiones continuas de 
la unidad y se prueba por estas tecni cas el resultado conocido 
de que : "Todo espacio seudometrizable es normal".
En el ultimo p a r r a f c de este capitulo,se obtiene la si gui 
ente caracterizacion de los espacios colectivamente normales:
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" Un espacio topologico (X,T) es colectivamente normales! 
y solamente si^para tooa familia oiscreta, j ^ 1}i(% * exis­
te una familia de abiertos de (X,T), {^ili£i » tal que MuC 
para todo i€ I y A . = ^ , para toûo i,J^I con i ^ j.
En el parrafo 1 del Capitulo III,se refinan,utilizando los 
resuitados del Capitulo I,algunas prnpiedades conocidas ° J
espacios numerablemente compactes. /
* (  'El parrafo 2 del Capitulo III, se dedica a un est^dio deta
llado de los espacios localmen te numerablemen te compacités. En­
tre otros se destacan los siguientes resuitados:
1. Sea (X,T) un üS-espacio secuencial. Enron ces se ti'
a) Si MCTX es localmente numerablemente compacte en (X,T), 
se verifies que M es interseccion de un abierto y un cerrado
en (X,T) .
b) Si (X,T) es localmente numerablemente compacte y m C  X 
es in terseccion de un abierto y un cerrado en (X,T), se verifi 
ca que M es localmente numerablemente compacte.
2. Una aplicacion f de un espacio topologico (X,T) en
(X’ ,T '),(supuesto (x ',t ') secuencial), es numerablemente propia, 
si y solamente si^f es una aplicacion continua de (X,T ) en 
(X*,T') y si S es una sucesion en X y x'CAgl^, 3<>f ,
(o x‘ELim^,. So f ) existe x£f ^(x')OAgl^S. Con un ejemplu, se 
pone de manifiesto que la condicion de que ( X% l') sea secuencial 
es esenoial.
Por ultime, se definen las apiicaciones F-cuasi-numerable 
mente propias.Este tipo ce aplicaciones son.las que admiten 
extensiones continuas a las numerable compactificaciones de A- 
lexandroff.
Ademas se estudian los tipos de espacios para los cuales
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!las aplicaciones numerablemente propias, cuasi-numerablemente 
ipropias y F-cuasi-numerablemente propias coinciden.
Se termina el parrafo estudiando el comportamiento de los
(espacios localmente numerablemente compactos en la construccion 
(de topologias iniciales y finales.
El Capitulo IV, se dedica a un estudio de los espacios se
(cuencialmente compactos y localmente secuencialmente compactos, 
iparalelo al realizado en el Capitulo III, para los espacios nu- 
rmerablemente compactos y localmente numerablemente compactos.
Es interesante observer que:
En un espacio numerablemente compacta y no secuen ci al r; en­
te compac to, to da sucesi(5n que no tiene subsucesiones ccnver - 
gen te s, tiene la propiedad de que tooa subsucesi(5n su y a tiene 
inf ini tos pun tos de aglomer ac i(5n .
El parrafo 1 del Capitule V, se dedica al estudio general 
de las numerables ccmpactificaciones de un espacio topologico. 
5e establece un preorden entre ellas, analogo al de las compac 
tificaciones y se establece la independencia con las compacti- 
ficaciones.
Se destacan los sicuientes resuitados:
1. " Sea (X,T) un espacio topol(5gico y ((x’ ,T'),f; .ma nu 
merable compactificacion de (X,T) con (X* ,T*) secuencial. 
Entonces f(X) es abierto en (x',T’)^si y solamente si,(X,T) es 
localmente numerablemente compac to ".
2. " Sea (X,T) un espacio topcl(zgico y ,
((X'*,T"),f*) do s numerables compact ificaciones de (X, T ) con 
(x',T‘) I.A.N. y (X'‘,T") y secuencial. Entonces las siguien 
tes afirmaciones son équivalentes:
a) ((X",T"),f');^ ((X',T'),f)
b ) Para todo C ^ , C ^ cerraoos en (x,T) con Eg “ 'P tales
que f'(Cj^)Of'(C2) = ^ se verifica que f (Ci f (C^ ) ^ P
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E1 parrafo 2 de este Capitulo V, se dedica a las numerables 
(compactificaciones por un solo punto.
Se construye la numerable compactificacion de Alexandroff 
(de un espacio no numerablemente compacte y se prueba que es una 
iF-numerable compactificacion del espacio dado .
Se establece el siguiente resultado, analogo al Teorema de 
Alexandroff> para las compactificaciones por un solo punto;
" Sea (X,T) un espacio topologico no numerablemente com­
pacte y Entonces se tiene;
a) (X,T) admite una F-numerable compactificacion por un 
solo punto.
b ) Dos F-numerables compactificaciones por un solo pun 
to son topologicamente équivalentes. "
A continuacion,se encuentran condiciones necesarias y sufi 
cientes para que un espacio topologico admits F-numerables corn 
pactificaciones per un solo punto^que sean T^, o .
Résulta que para que un espacio topologico admita una F-numera 
ble compactificacion por un solo punto o T^g» es conoicion 
necesaria que el espacio sea localmente numerablemente compacte, 
pero esta condicion no es suficiente.
Ademas» se establece el siguiente resultado;
" .Sean (X,T), (X*,T*) espacios topologicos no numerablemen
te compactos y f;X ► X‘una aplicacion. Se considéra las numera
bles compactificaciones de Alexandroff de (X,T) y (X',T '), 
((X*,T*),j) y ((X’*,T respectivamente y f*;X-— v x ’^
* = f y f * ( cü ) = W' . Entoncesdefinida por f ^
f*;(X*,T^) (x' * , T' *) es continua_, si y solamente si^
f :(x,T )--► (X *,T ') es F-cuasi-numerablemente propia.
Por ultimo se demuestra que;
"Sean (X»T) un espacio topologico no numerablemente compacte 
y localmente numerablemente compac to, ((■<*,T*),j) la numerabia
^ — V i i—
ble compactificacion de (X,T) con (x ',T‘) y secuencial.
Entonces, ((X*,T*),j) ^ ((x',T*),f) " ,
En los parrafos 1 y 2 oel Capitulo VI, se rea
liza un estudio de las secuenciales compactificaciones y se - 
cuenciales compactificaciones por un solo punto, paralelo al 
realizado en los parrafos 1 y 2 del Capitulo V, para las numera 
bles compactificaciones y numerables compactificaciones por un 
solo punto. Se obtienen resuitados analogo s a los citados ante 
riormente.
En el ultimo parrafo de este capitulo, se aboroa el proble 
ma de caracterizar los espacios que admiten F-secuenciales
compactificaciones T^g. No se ha conseguido una résolue ion del 
problema, aunque se han obtenico alçunos resuitados parc i al es, 
por ejemplo:
1. "Todo espacio T^g y II.A.N admite una F-secuencial com 
pacti ficacion T^^ ".
Esta condicion no es necesaria, como se prueba con un ejem
plo.
2. " Si (X,T) admite una F-secuencial compactificacion T^^, 
existe (X' ,T ') numerablemente compac to tal que e (X )C  x’ G  p(X ) 
y para todo cerrado ysecuencialmente compacto, C, en (X,l), se 
verifica que e(C) es cerrado en (x',T’).
Con esta condicion necesaria se construye un ejemplo de un 
espacio*T^g que no admite una F-secuencial compactificacion T^^. 
Esta condicion, en general, no es suficiente.
3. Un espacio topologico T^g » (X,T),admite una F-secuencial
compactificacion T^g DOr un solo pun to^ si y solamente si ^ oa ra
todo C, cerrado y secuencialmente compacte en (X,T), existe c'
cerrado y secuencialmente compac to y existe f aplicacion conti
nua de (X,T) en ([0,1] ,T^ ) tal que f(c) =|ü|
[ 0 ,1 ]
f' '/ - c * ) = { ]. I . ( F s 19 c r  nie ion imrlica eue el espacio (X , T )
es localmente secue'-cialn ente compacte).
Por ultimo;se pone un ejemplo ce un espacio que admite una 
F-secuencial compactif icacion tal que,entre el y su ccmoac-
tiificacion de Stone-Ceoh, no existe ningun espacio secuencial- 
f-nente compac to .
para terminar, deseo poner de manifiesto mi acraoecimiento 
r a i  Prof. C. Outerelo que sin su val i osa ayuda no hubiern i i do 
rposible la realizacion de esta memoria.
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CAPITULO I
AXIOMAS DE NUMERABILIDAD
1. GENERALIZACIONES DEL I.A.N.
En este parrafo se consideran algunas generalizaciones 
del I.A.N. ,destacando los espacios subsecuenciales. Estos 
espacios, constituyen una clase importante en la que la
numerable compactificacion de Alexandroff y secuencial compacti- 
ficacion de Alexandroff coinciden
Segun (2.2) , el I.A.N. se introduce considerando el ran­
go de un espacio topologico.
Definicion I.l.l
Sean X un conjunto no vacio y ^ u n  filtro en X. Se con­
sidéra es base del f iltro j. Se llama rango de
^  y se notera rang( ^  ) a :
rang ( ^  ) = inf imo | card ( ^  ) |
Observacion 1.1.2
Cpmo un conjunto de numéros cardinales con la relacion 
de ordenacion de cardinales es un conjunto bien ordenado, 
si ^  es un filtro en X, existe una base ûs ^  tal que
r a n g ( ^ )  = card( .
Proposicion 1.1.3
Sea X un conjunto no vacio y un filtro en X. Entonces
^  . o- . ^ard(X)
rang(5^) = 1 o rS„ — rangC^' )— 2
— 2—
Definicion 1.1.4
Sea (X,T) un espacio topologico. Se llama rango de 
(X,T) y se notera por rang((X,T)) al cardinal supremo 
^rang( (x))I x € x }  ,donde j^(x) es el filtro de entornos 
de X.
( rang((X,T))= supremo* rang(j^x)) = infimo card ( |3 )| 
con jPl P es base del f il tro, j^(x) , de entornos de x|
x€X I .)
Definicion 1.1.5
Sea (X,T) un espacio topologico. Se dice que (X,T) 
cumple el I.A.N. si rang((X ,T ))^ (Esto équivale a que
cada punto de (X,T) tenga una base de entornos numerable).
A continuacion se estudia el comportamiento de los 
espacios de rango menor o igual que c ( —  c ) en las cons- 
trucciones de topologias iniciales y finales.
Proposicion 1.1.6
Sean X un conjunto, c un cardinal con ^ c , (X^T^)
un espacio topologico de rang ( ( X ^ ))^ c  y f : X— ► x’ una
aplicacion. Entonces rang((X,f~^(T^)) é c.
Demostracion;
Sea x€X y ^ f  (x) ) una base del sistema de entornos de 
f(x) en (x J’t "') . Como l/^ (x) =|f~^(  ^^  (x ) )|
es una base de entornos de x en (X,f ^(T')), résulta que 
card ( *(5^ (x) )- card ( '^ ’(f (x) ). Asi pues rang ( (X, f (T ^ ) ) ) — c.
Corolario 1.1.7
Si (X ^ T ^ ) es un espacio topologico de rang((X^T'))^c 
y X C  X ', se verifica que (X,t'|^) es tal que rang ( X , T ) ~ c .
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Proposicion 1.1.8
Sean (X,T) , (X ') espacios topologicos y f:X > X '
una aplicacion continua,abierta y suprayectiva. Entonces, si 
rang(X,T)— c se verifica que rang(X/ T ^ ) — c.
Demostracion;
Sean x % X ^ y x6X tal que f(x) = x'. Teniendo en cuenta 
que si ^(x) es una base del sistema de entornos de x en 
(X,T ), f(x)) = I f(V^) I ^(x)} es una base del sistema
de entornos de x' = f(x) en (X,T ),por ser f continua y abier 
ta, résulta que card (^(^(f (x) ) ) ^card ( ^^(x) ). Asi pues, 
rang((X,T)) ^c.
Las proposiciones 1.1.5 y 1.1.8 ponen de manifiesto que 
el rango de un espacio topologico es hereditario y es una - 
propiedad topologies.
Proposicion 1.1.9
Sean j(X^,T.)
n
una familia no vacia de espacios to­
pologicos no vacios . Entonces rang(|^'j(Xj^,T^))-c si y so­
lamente si se satisfacen las siguientes condiciones;
1. rang ( X ) 6 c
2. c a r d ( 3 = | i € l | c a r d ( T ^ ) — 3 }):éc 
Demostracion
Supongamos que rang(T~[ (X.,T.))^c. Como para todo j€l
iei  ^ ^
P .; I IX . ►X . es continua, abierta y suprayectiva, por la
J iél  ^  ^ J
proposicion 1.1.8 rang(X .,Tj)é c  para todo j€I.
Por otro lado, existe a=(a.)., ë TT X . tal que para
 ^ iei
a
todo JE J exista V Xj. Sea ^ ( a ) base oe entornos oe
a en TT (X.,T.) tal que caro ( ) )= rang ( (a) ) ^
iél  ^ ^
rang ( TT (X.,T.)) ^ c. Supong ainus que ^  (a) =|v^| m6M f coni n i - '
card(M) ^ c .
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Para todo m(M, H^= j i5 I | p ^ X^| es finite.Por tan-
to, H = H es tal que card H = card M. Como J C H ,  se 
m€M ^
tiene que card(3 ) ^card(H ) ^ c .
Reciprocamente:
Supongamos que rang(X^, ^ c  para todo i(I y que 
card(3) — c . Entonces para todo a=(a^)^^j se verifica que 
existe ^{a^j ^m^| ^^^i j" » con card(M^)^c, base do entor­
nos de a^j para todo iEI, tal que card( ^ ( a ^ )) = rang(^(a^)) 
rang (X^, ) :£ c. (Para todo iE 1-3 "{j^ (a^  ) = | ).
Be tiene que ^  (a ) = < TT A . I existe FC3,finite, tal
 ^ i d  ^rT%7 , ,
que Aj^=Xpara todo iEI-F y A^E (/ (®j^ ) para todo iEFj es
una base del sistema de entornos de a , Como card( *^(a))
se tiene que rang(]~[ (X.,T.))^c.
iei  ^ ^
Corolario 1.1.10
Sean  ^ ^}iE I familia no vacia de espacios topo­
logicos no vacios con card ( I ) —  c . Entonces rang(|~f (X.,T.)).^c
i€ I  ^ ^
si y solamente si rang(X^, ) -^ c para todo iEI.
Corolario 1.1.11
Sean X un con junto no vacio y 5 ^ =  j^( f , (X , T ) j ^
una familia no vacia,tal que para todo 16 I, es una apli­
cacion de X en X^. Entonces, si rang(X^,T^) ^ c  para todo - 
16 I y card (3 ) ^ c , con 3=|i€l| card(T^) — s j ,  se verifica 
que rang (X, )  E^c.
La demostracion es consecuencia de que , , topologia
— 1
inicial para la familia 5^ verifica que ((f^)^^^) (Tp)
siendo Tp la topologia producto de la familia |(X^»T^) .
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Ejemplo 1.1.12
El espacio topologico (R,T^) cumple la condicion de 
que rang(R, ^ , sin embargo el cociente (R/Z,T^/Z) es 
tal que tang ( ^l/Z , T^/Z ) ^. Esto pone de manifiesto que - 
si rang(X,T)— c , en general rang(x/R,T/R) no tiene por 
que ser menor o igual que c.
Proposicion 1.1.13
Sean j (X » T ^  ^ una familia no vac la de espacios to
pologicos no vacios. Entonces rang( ^ ( X . , T . ) ) - c  si y -
iEl  ^ ^
solamente si rang ( X ) ^ c  para todo is I,
Demostracion;
Basta tener en cuenta que j'^j ^ cs homeomorfo a
(X:x{j}, L  T. ) y que X .x |j) 6 H  T. para todo -
J IE I  ^ Xjx{ j) J 16 1 ^
jei.
Teniendo en cuenta la definicion de espacio topologico 
de rango menor o igual que c (c es un cardinal mayor o igual 
que )^q)» se definen los espacios c-bisecuenciales, cc-bise 
cuenciales y c-numerablemente bisecuenciales, que generali- 
zan los espacios bisecuenciales y numerablemente bisecuen - 
d a l e s  introducidos por E.Michael en (2-4).
Un espacio topologico (X,T) es bisecuencial si de 
x^ E A g l y se deduce que existe A y  ^ sucesion decrecien n n( N
te de subconjuntos de X tal que x^ es punto de convergencia
del filtro engendrado por , A^j  ^ y A ^ G  F ^ ^ para todo 
n€ N y todo F E 5^  ".
Un espacio topologico (X,T) es numerablemente bisecuen 
cial o fuertemente de F r e c h e t si para to da sucesion dec re -
— 6—
ciente de subcon juntos de X , | Y todo para
todo ne N se verifica que existe x^E A^ para todo ne N tal
H
né Nque
Definicion 1.1.14
Sea c un cardinal mayor o igual que •
a). Un espacio topologico (X,T) es c-bisecuencial si de - 
Xq E AglyjT se deduce que existe un f i l t r e ^  X, de ran
go menor o igual que c, tal que E Lim^ y TOP* ^ ,
para todo F* E .
b). Un espacio topologico (X,T ) es cc-bisecuencial si de 
XqE A g l y , donde es un filtre de rango menor o igual 
que c, se deduce que existe un filtre 5 ^  en X, de rango 
menor o igual que c tal que x^ E Lim^ 5^ y FOF' ^ ^ , para 
todo F € y todo F'e^^
c). Un espacio topologico (X,T) es c-numerablemente bise­
cuencial, si de x^E Agl^f?^ , donde ^  es un f iltro de rango
menor o igual que c, se deduce que existe un filtre 5 ^  ,en
X, de rango menor o igual que tal que x^ç L i m ^ y
F O F ‘ 4 ,para todo V y todo F ' E
Proposicion I.l.lS ^
Un espacio topologico es j^^-bisecuencial si y sola - 
mente si de x^E Agl^t^ se deduce que existe |A^j  ^ ,su­
cesion decreciente de subconjuntes de X ,tal que x^ es pun
de convergencia del filtro engendrado por j A^ j y
A ^ O F  ^ ^ para todo nEIM y todo F E . (Por tan to los es­
pacios y^^-bisecuersiales son los espacios bisecuenciales 
de E. Michael).
Demostracion:
me-
-7-
Supongamos que (X,T) es )^g-bisecuencial y sea 
x^€ A g l y ^  . Entonces existé un filtro ^  en X de rango 
nor o igual que , tal que x^E Lim^ (T y F n p ’j^ ^ .pa­
ra todo y todo F'£5^
Por 1.1.2 existe |a • ... ,base de ^  , tal que A ,CA( n j né N ' ^ n + 1 n
para todo n E N .Es évidente que cumple las condicio­
nes de la proposicion.
El reciproco es évidente.
Proposicion 1.1.16
Un espacio topologico es ^-numerablemente bisecuencial, 
si y solamente si, para toda sucesion decreciente
de subconjuntos de X y todo x £ Â se verifica que exis-
te % €  A^ para todo n€ N tal que x Elim/x X ... (Por tan- n n  o injnEN
to los espacios ^-numerablemente bisecuenciales son los 
espacios numerablemente bisecuenciales de E. Michael (24)), 
Demostracion:
Supongamos que (X,T) es j^Q-numerablemente bisecuen­
cial y sean una sucesion decreciente de subconjun-
tps de X y x 6 Q  Â .
new ^  r 1
Se considéra el filtro fr que tiene por base 1 néN'
Entonces rang y x^ E Agl.^^ . Asi, por hipotesis,
existe un filtra ^  , en X, con rangj^ë ^  ^  tal que
x^E L i m y ^  y FOF* ^ ^ para todo F € y todo F' E .
Como rang ^  existe j^njnEN de ^  tal que
F* ,CF' para todo nEN. n+1 n
Para todo nEN existe x E f ' O A  • Veamos quen n n
X E limJx^l^^., . En efecto; 
o I nj nEN ^
° ^  o ,
Para todo V existe n 6 N tal que F' G  V .Asi pa
-8-
. • I o
ra todo n = n x € F C F  C V  .o n n Hq
Reciprocamente:
Sean un filtro en X con rangiTk: y x^€ Agly
Como rang existe  ^ base de ^  tal que A _^^ y C  A^
para todo né N .Asi, por hipotesis, para todo ne N existe
XnëAn tal que x^ë neN '
Sea el filtro asociado a la sucesion S=lxJ - I - L  ^  +  L J « -L.L-I v J  L J  W  t -  O  X  «W» » I v J —  I . . , #
I n J n C N
Es évidente que tiene rango menor o igual que . Por 
1.12.100(a) (18) se tiene que x £ Lim_ . Por otro lado.
para todo FE y todo F'£ ^  se tiene que existen n^,n^£N
tales que F DA y F ' D J x , x ,,...[ .Asi, si n.-:^n ,n,
n , I n_ ' n^+1 J z o' 11 o o ■'
se verifica que x £ FOF' .
^2
Proposicion 1.1.17
Sean (X ,T ) un espacio topologico y c un cardinal es- 
trictamente mayor que . Entonces:
a) Si (X,T ) cumple el I.A.N, se verifica que (X ,T ) es 
de rango menor o igual que c.
b) Si (X,T ) es de rango menor o igual que c, se veri­
fies que (X,T) es c-bisecuencial.
c) Si (X,T ) es c-bisecuencial, se verifica que (X,T) 
es cc-bisecuencial.
d) Si (X,T) es c-numerablemente bisecuencial, se verifi­
ca que (X ,T ) es numerablemente bisecuencial.
e) Si (X,T) es I.A.N , so verifica que (X,T) es bisecuen
cial.
f) Si (X ,T ) es bisecuencial, se verifica que (X ,T ) es 
c-bisecuencial.
g ) Si (X ,T ) es bisecuencial, se verifica que (X ,T ) es
—  9 —
c-numerablemente bisecuencial.
h) Si (X,T) es c-numerablemente bisecuencial, se verifi­
ca que (X,T) es cc-bisecuencial.
Demostracion ;
a) es consecuencia de la definicion de rango de un es - 
pacio topologico.
b ) Basta considerar en la definicion 1.1.14(a) ^  ^
( ^  ) es el filtro de entornos del punto x^).
c ) Es consecuencia de la definicion 1.1.14(b).
d) Es consecuencia de la proposicion 1.1.15.
e ) Es caso particular de b).
f) Es consecuencia de que todo filtro de rango menor o 
igual que es de rango menor o igual que c.
g ) Es inmediato,
h) Es consecuencia de que todo filtro de rango menor o 
igual que es de rango menor o igual que c.
Teniendo en cuenta que los espacios introducidos ante- 
riormente,describen los puntos de aglomeracion de filtres - 
por convergencia de filtres, con la propiedad de que ambos 
filtros tienen supremo, se pueden introducir unos nuevos ti 
pos de, espacios, que generalizan los espacios topologicos 
subsecuenciales definidos por P.O. Tall en (16) .
Definicion 1.1.18
Sea c un cardinal mayor o igual que , ,^
a) Un espacio topologico (X,T ) es sub-c-bisecuencial, 
si de x ^ E A g l y , se deduce que existe ^  , filtro mas fino 
que , de rango menor o igual que c, que converge a x .
-lo­
fa) Un espacio topologico (X,T) es sub-cc-bisecuencial, 
si de XgEAgly^^ con rang éz z se deduce que existe ^  , 
filtro mas fino que ^ , de rango menor o igual que c , que - 
converge a x^.
c) Un espacio topologico (X,T) es sub-bisecuencial, si 
de x^£Agly£^ existe ^  , filtro mas fino que ^ , de rango 
menor o igual que , que converge a x^.
d ) Un espacio topologico (X,T) es sub-c-numerablemente 
bisecuencial, si de x^EAgly(^ con r a n g ^  —  c, se deduce - 
que existe , filtro mas fino que de rango menor o
igual que )^ q » que converge a x^.
e) Un espacio topologico (X,T) es sub-numerablemente 
bisecuencial, si de x^€ A g l y , con rang A  ' existe
filtro mas fino que ^  de rango menor o igual que
que converge a x^.
f) Un espacio topologico (X,T) es subsecuencial(F.0. 
Tall (15)) , si de x^£Agly|x^
una subsucesion de que converge a x^
, se deduce que existe
Proposicion 1.1.19
Sea (X,T) un espacio topologico subnumerablemente bise­
cuencial. Entonces (X,T) es subsecuencial.
Demostracion;
Supongamos que (X,T ) es un espacio subnumerablemente
bisecuencial y sea x EAgl^-fx f ... .Se considéra el filtro,o Tin/ n é N
de rango menor o igual que asociado a la sucesion
{^n}n£IM * 1.12.100(b) de (18) se tiene que x^£ Agly .
Asi, por hipotesis, existe un filtro mas fino que de 
rango menor o igual que que converge a x .
— 11 —
Sea una base de ^  tal que A*^  para to­
do nEN • Para todo p6N se tiene que { | ^  , por
tanto existe n > p  talque a' g | x ,x .
.P Hp I p' p+1' J
Sea I x^ una sucesion cumpliendo que x^ £ A^ . Es
evidente que es una subsucesion de J x (•
1 nj Ip6N nEN
PEN a x^
V  I I
Se verifica que jx f ... converge a x_. En efecto;
I n )pEN ^ o
O r
Dado V , como ^  converge a x^, existe n^E N tal que - 
# $
Xn e''n j- " P^ra todo p & ( p a  n^> p à ).
Veamos con un ejemplo que existen espacios subsecuerj^i^r 
les que no son subnumerablemente bisecuenciales.
Ejemplo 1.1.20 /
I
Sea el espacio topologico Se verifica (que :
1. es subsecuencial. En efecto;
Sea x„E Agi, |x | ... . Entonces existe M G  N iifii-
CN^ njnEN
to tal que x = x para todo mEM ya que en caso contrario,
Xq
R-  ^x^ I x^^ x^j seria un entorno de x^, V , verificando que
I nEN I x^E V I es finito,lo cual contradice que x^ es punto
de aglomeracion de jx^j
De esta forma j x I . es una subsucesion de |x I ,t mj mE Im [njnEN
que converge a x
2. no es sub-numerablemente bisecuencial. En
efecto:
Se considéra el filtro ^   ^ F G  R | (0,1) G f | . Se tiene
que 0 € Agly . Sin embargo no existe ningun filtro mas
CN
fino que de rango menor o igual que que converja a Q.
Supongamos que existe de rango menor o igual que }^^,que 
converge a 0 y es mas fino que ^ * Sea | A una base denEN
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^  tal que todo n€N. Entonces la sucesion
(*n}nEN donde 6 A*^  para todo n€lM converge a Q y exi 
te OgEN tal que para todo n :^n^  ^x^6 (0,l), ((Q,1)e 5^ ), 
lo cual es absurdo.
Proposicion 1.1.21
Sea (X,T) un espacio topologico. Entonces (X,T) es nu­
merablemente bisecuencial si y solamente si (X,T) es sub-nu 
merablemente bisecuencial(Por tanto,el ejemplo anterior 
muestra la existencia de espacios subsecuenciales que no son
I.A.N., ni bisecuenciales, ni c-numerablemente bisecuencia­
les,ni numerablemente bisecuenciales).
Demostracion ;
Supongamos que (X,T) es numerablemente bisecuencial.
Sean ^  un filtro en X de rango menor o igual que ^
y x^ £ Agly5^. Por hipotesis existe un filtro, 3^ ,
de rango menor o igual que ^ que converge a x^
y tal que FPlF* ^ para todo F £ y todo f ’é .
Sean | y ( '*'n}n€N bases ûe ^  y ^  respectiua-
mente tales que A , G  A y A* ,CT a' para todo n€ N. Sen+1 n n+1 n
considéra el filtro que tiene por base | A^P)a '^ } n€N *
Ee evidente que es mas fino que , tiene rango menor 
o igual que ^ y converge a x , por ser mas fino que
Reciprocamente; Sea | sucesion decreciente de
subconjuntos de X y x £ f T  Â . Sea if' el filtro qua
/ ° ncN ^ _
tiene por base | ^nj n£N * Entonces x ^ £ Agly . Por hi­
potesis existe jT "D f  , con rang ^  y x £ Lim, .
Se considéra
□ " ''o " T
 ^ base de ^  con f\ .G  A* para to-n£N ' n+1 n
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do n£ N. Para cada n6N, se considéra x £ A O  A* . Es evi
n n n
dente que ><o« L i m M  x J  ^ .
Proposicion 1.1.22
Sea (X,T) un espacio cc-bisecuencial.Entonces (X,T) 
es sub-cc-bisecuencial.
Demostracion;
Sea un filtro en X de rango menor o igual que c y 
€ Agly!^ . Por hipotesis, existe un filtro, ^  ,
de rango menor o igual que c que converge a y
tal que F A  F* ^  ^ para todo F E y todo f '£
Sean [ iEi  ^ } jEJ hases üe f' y f' respecti-
mente con caid(l)^c y card(3) Se considéra el filtro
que tiene por base | A^^PlA^ j ^  ^ . Es evidente -
que Sf' es mas fino que , tiene rango menor o igual que
c y converge a x^ por ser mas fino que .
Se podria realizar un estudio sistematico de las propie- 
dades de cada uno de los espacios introducidos hasta aqui y 
su independencia. Sin embargo, solo se realizara dicho estu 
dio para los espacios subsecuenciales, por su utilizacion en el 
capitulo correspondiente a las secuenciales compactificacio 
nés de Alexandroff de un espacio topologico.
Veamos en primer lugar el comportamiento de los espacios 
subsecuenciales en la construccion de topologias iniciales - 
y finales.
Proposicion 1.1.23
Sea X un con junto, (X*, t') un espacio topologico subse -
cuencial y f : X  ► x' una aplicacion. Entonces (X,f ^ (T * ))
— 14—
es subsecuencial• 
Demostracion;
Sean n } o É N  una sucesiôn en X y é ^{x J
Entonces f(x^) = A g l ^ , C o m o  ( x ' , T * )  es sub
secuencial, existe una subsucesion f(x_ )
"k
que converge
a f(x^) = x %  Por tantü {^n^jk€N converge a x^ (V D  f"^(V °)) 
Asi pues (X, f ^(t ' )) es subsecuencial.
Corolario 1.1.24
Si (X* ,T ') es un espacio topologico subsecuencial y 
XCX* se verifies que (X, es subsecuencial.
Proposicion 1.1.25
Sean (X,T), (X* ,T* ) espacios topologicos y f;X ► X*
una aplicacion propia de (X,T) en (X*,T*) .Entonces si (X,T) 
es subsecuencial, (X* ,T* ) es subsecuencial.
Demostracion ;
Sean (*n InfN "na sucesio'n en x' y x'^  € Agl^, { | .
Para cada n€N sea x^^ X tal que f(x^) = x^ . Por III.4.
42 de (l8 ) se tiene que existe Xg( f ^^Xg)f^Agl^jx^ .
Por hipotesis,existe | x^ |k€N subsucesion de |x^ |  ^ que
converge a x^. Como f es continua, | x'^  j converge a x^.
Asi, (X* ,T* ) es subsecuencial.
Las proposiciones 1.1.24 y 1.1.25 ponen de manifies 
to que el axioms subsecuencial es hereditario y es una pro- 
piedad topologies.
Para estudiar la subsecuencialidad de un producto topo-
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logico, se considéra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1.1.26
Si cardinal de I es estrictamente mayor que se ve­
rifies que ({0,1} no es subsecuencial.
Demostracion;
S a a  A =  ( { * n l  "  | X n < * n + i  P a r a t o d o  n e N j .
Como card ( I ) %> ^  ^ , existe cp; A— — > I inyectiva. Para n ^ N
sea = [iê I I i= new)' ) nC-N^  ^ y n=x^ con k imparj.
Para todo nSN sea f^é |o,lj^ definida por:
0 , si i ^
f^(i)
1, si i€ In
Como ( jQ,lj,T^) es compacte, existe f^ ^  Agl^ |^njn^ l\)'
Sin embargo I }n(N tiens subsucesiones convergentes.
En efecto;
S e a | f ^ | p ^ ^  una subsucesion de | n(N' Entonces,
{"p}pÉ-N as un elements de A. Sea i= f  ({ Hp j  ^ ). Se
considéra pé N ,entonces i£ I y por tanto
"2p+i
f„ (i) = 1 . Analogamente id I y por tanto f„ (i)=0.
"2p+l ^ "2p "2p
• (Pi'^Hp }p(N = (fop(i) / Pé N "° converge en
( { 0,1} ,Tj^ ) y por tanto j f^ j p ( N "° converge en ({o,l},Tp)I
Observese que ( { 0,1 } ,T^) es subsecuencial.
Proposicion 1.1.27
Sean | (X^,T^) |  ^j una familia no vacia de espacios
topologicos no vacios.Entonces, si ] [ (X.,T.) es subse -
i€ I  ^ ^
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cuencial, se verifies que :
1. (X^,T^) es subsecuencial para todo i g I.
2. I iC I (X^,T^) contiens un subconjunto discrete
con mas de dos puntos | , es numerable.
Demostracion;
1. Es consecuencia de que el axioma subsecuencial es 
propiedad topologica y hereditaria,
2, Supongamos que J no es numerable. Entonces T~T (X.,T.)
14 I ^ 1
contiens un subespacio homeomorfo a ({G,l(,Tj^)^ lo cual es 
absurdo. (Ejemplo 1.1.26 y que el ser subsecuencial es here­
ditario).
Weamos con un ejemplo que en general el producto de dos 
espacios subsecuenciales no es subsecuencial.
Ejemplo I.l. 28
Se consideran los espacios topologicos (R,T^) y (R/Z,T^/z )
Como (R,Ty) cumple el I.A.N., se tiene que (R,T^) es subse­
cuencial. Veamos que (R/Z,T^/z ) es subsecuencial.
Se tiene que (R/Z,T^/Z) es de Frechet y . Asi, por 
1.1.33, se tiene que (R/Z, T^/z) es subsecuencial.
El espacio topologico (R/Z,T^/z )x (R,T^) no es subse­
cuencial. En efecto:
Se considéra la sucesirn ,S , en R/Z x R definida por:
Para todo mtN, tal que existe p£W con p ^ l ,  p primo y m=p% 
S(m)= (n- -i , —  ) . En caso contrario S(m)= (i,m).
-17-
n-1
%
n+'t
Se verifies que ( [zj ,Q) es punto de aglomeracion de 
3 en (R/Z,Ty/Z)x(R,Ty), Sin embargo no existe ninguna subsu­
cesion de S que converja a ( [z] ,0) ya que si | (x^  ^ , y^  ^ ) |
fuese una subsucesion de S convergente a ( [ z j  ,0), esta 
no puede contener infinites termines de la forma (x, ^ ),con 
n fijo, puesto que en caso contrario, estos elementos cons- 
tituirian una subsucesion de la dada que no converge eviden- 
temente a ( [2 ] ,0)•
Entonces | x j k € N j constituye un cerrado en R que no
? [z]
contiens a Z. Asi, | k g N j ) es un entorno ,U ,
[ z ]
de fzj en (R/Z, T /z ) • Como U x , cualquiera que sea
, no contiens a ningun elements de |(x^ ,y^ ) |
kéN ' se
llega a una contradicion.
El siguiente ejemplo prueba que,en general,el cociente 
de un espacio subsecuencial no es subsecuencial.
Ejemplo 1.1.29
El espacio topologico (R^,T^ ) =(R,T^)x(R,T^) es I.A.N 
y por tanto subsecuencial. Sea r:(R,T^)---v (R/Z,T^/Z) la
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proyeccion natural. Por U.2.34 de (48), se tiene que
Pxlp:(R,T )X (R ,T ) -----  ^(R/Z,T / z )X ( R ,T ) es una identifi
r\ u  u  U U
cacion. S in embargo, (R/Z,T^/Z)x (R,T^) no es subsecuencial, 
segun el ejemplo anterior.
Proposicion 1.1.30
Sea una familia de espacios topologicos
Entonces ^  (X.,T.) es subsecuencial si y soJ.amente si 
ici  ^ 1
(Xi^Ti) es subsecuencial para todo i£I.
Demostracion:
\—Si i_ (X.,T.) es subsecuencial, se tiene qua para to
iei  ^ ^
do i€I, (X^,T^) es subsecuencial por ser este axioma propie
dad topologica y hereditaria.
Reciprocamente; _
Sean j*n }n6N sucesion en L  V
*0^ T. { *n }neN • Supongamos que x^êX.
iSI 1 °
Como X. x(i^l es un abierto, existe j x > subsucesionig I oj L n^j keN
de { x^ }  ^ tal que x^ 6 X^ xji^j pare todo kth y
k o
x^€ Agi y- y j'x^  |k4N * Como X^ x ^i^j es subsecuencial,
i&I 1 A °
{ *n,} k€N tiene una subsucesion convergente a x^.
A continuacion se estudian las relaciones de los axio^ 
mas introducidos anteriormente con los espacios de Frechet, 
secuenciales y c-espacios.
Definicion 1.1.31
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A) Un espacio topologico (X,T) se dice de Frechet (2 ) 
si de X e M G X  se deduce que existe |x^ J tal que
B) Un espacio topologico (X,T) se dice secuencial (2 ) 
si: G € T  si y solamente si para toda jx^j ^ G  X con
Limy I x^ } n€N ^   ^ ^ ^ verifies que existe n^6 N tal que
X 6 G para todo n & n . n o
C) Un espacio topologico (X,T) se dice un c-espacio(26) 
si X ( M , con FIGx se verifica que existe A G  M numerable 
tal que x 6 Â .
Proposicion 1.1.32
a ) Todo espacio numerablemente bisecuencial es de Fre­
chet.
B) Todo espacio de Frechet es secuencial.
C) Todo espacio secuencial es un c-espacio.
D) Sea (X,T) un espacio topologico T^. Entonces (X,l) 
es un c-espacio si y solamente si de x € M se deduce que 
existe f t a l q u e  x € A g l ^ j x J  .
E ) Todo c-espacio subsecuencial y Ty es de Frechet.
F) (X,T) es un c-espacio si y solamente si M G  X y
Â G  M para cada A G  M numerable, implies que M es cerrado.
Demostracion:
A) Vease (31)
b ) Vease (16)
c) Vease (25)
( = > )
Supongamos x 6 M . Entonces existe A G  M numerable tal
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que X ( Â . S e  tienen los siguientes casos;
1. x6 A. En este caso, la sucesion j x =x ) ^ t i e n e  a
I n J n€N
X por punto de aglomeracion.
2. X ^  A . Como (X,T) es T^, A es infinito y por tanto 
existe una aplicacion biyectiva S:N-— A . Es évidente que 
X e AglyS .
( =>)
Si xé M , por hipotesis existe | x^ tal que
Aq It { } nJN • A si' x 6 { x^ | h é n } .
E) Es consecuencia de D.
F) Vease (25) pag.123.
Proposicion 1.1.33
Todo espacio topologico de Frechet y T^ es subsecuen­
cial.
Demostracion :
Sean {xnjnél\l‘^ ^ y  x^ Ê Agl^j x^ ] . tntonces pueden .
presentarsB dos casos;
a) Existe M G  N infinite tal que x^=x^ para todo n£l\l. 
Entonces j x^ j es una subsucesion de | x^ j que con­
verge a Xq .
b ) j n ^  N j x^ = Xg} es finito. Entonces no se pierde gene- 
ralidad al suponer que | x^ | n^ lNij .
Se tiene que *of{*nl  ^N G  jx^j n € I\lj . Como (X,T)
es de Frechet, existe )m€N^-{*nJ nfNj tal que
Xo^Ei" { 1 mtN • (X'T) es , x^ê { x J  nêN]"' y
X ^
x^e Lim{ y^ j » Pera cada p€N , \J =%- { x ^ ..... x^J es
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un entorno de y por tanto exists nip> p y n ^ >  q tales 
que =x^ .
p q
Entonces (y I ^ es una subsucesion de iy I , y je I p6N I mj mfN '
{*nj nSN . P u r s e r  Lim{y^ }  ^ se tiene que
Xq G Lim
P
P6IM
El siguiente ejemplo pone de manifiesto que, en general
el reciproco de la proposicion anterior no se verifica.
Ejemplo 1.1.34
Sea el espacio topologico En el ejemplo 1.1.20
se demostro que es subsecuencial.
Evidentemente, el espacio . Veamos sin
embargo que (R#T^^) no es un C-espacio (por tanto no es ni 
secuencial ni de Frechet). En efecto:
Ü € (0,1) y para todo M G  (O , 1 ) numerable Ü ^  FI ya que
R-Fl es un entorno de cero que no corta a M.
Este mismo ejemplo prueba que existen espacios subsecuen­
ciales que no son numerablemente bisecuenciales (Vease la 
proposicion 1.1.21).
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observese que por 1.1.32(E) un espacio secuencial(o
C-espacio) y que no es de Frechet,no es subsecuencial.
El siguiente ejemplo prueba que existen espacios secuen­
ciales Tg ( y por tanto C-espacios T2) que no son de Frechet
y por tanto no son subsecuenciales .
Ejemplo 1.1.35 (Compactificacion de Alexandroff del espacio 
de Isbell )
Seen 5  una familia infinite maximal de subconjuntos de 
N tal que la interseccion de cada dos elementos es finita y 
D=[ui^| un conjunto de elementos distintos. Se considéra
*\jr * N W O  y T(lÿ ) la topologia determinada al considé­
rer como abiertos los puntos de N y como entornos de un pun
ito Wg. cualqufer con junto conteniendo a y todos los
puntos de E menos un numéro finito.
Se verifica que ( ,T( ^  )) es T2 y localmente com­
pacte. En efecto:
Que es T2 se comprueba facilmente y la compacidad lo­
cal es consecuencia de que para todo » EW|u)^j es
compacte.
En estas circunstancias, si (('^^5T(jJr)*), i) es la 
compactificacon de Alexandroff de ( , T ( ) )  se tiene 
que ( ijr )^) es compacte y T2.
El espacio ( )*) es secuencial, ya que cual-
quier sucesion de puntos distintos de D converge a 00 (00 
es el punto que se ha anadido a ''{f ) y cualquier sucesion de 
puntos en E ( &  converge a a)^
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Sin embargo, ( T ( \{r )*) no es de Frechet ya que
oo € N y ninguna sucesion en M converge a o d .
por ultimo ( ^ * , T (  )*) no es subsecuen­
cial por 1.1.32 (E).
(sea [ } riè l\j sucesion definida por x^=n para to
da ntN. Entonces oo€Agly^^^^it|x^j  ^ y por lo dicho an
teriormente, no existe ninguna subsucesion de .j x^  ^} néN 
converja a oo ).
Definicion 1.1.36
a ) Un espacio topologico (X,T) se dice accesible, si 
para todo xG A^ , existe C € tal que x  ^ y
x^(C-A)d. (3?)
B) Un espacio topologico (X,T) se dice fuertemente 
accesible, si para toda sucesion decreciente de subconjun­
tos de X, I I pj£ y todo X 6 A^ , para todo nsN, se verifi­
es que existe C€ tal que x4 y x^(C-A^)^ para
todo nSN. (3l)
Los siquientes ejemplos expresan la independencia entre 
los axiomas subsecuencial, accesible y fuertemente accesible,
Ejemplos 1.1.37
A ) Gs Ty y subsecuencial. Veamos que no es
accesible( Por tanto no es fuertemente accesible).En efecto;
0 é (0,1)^ y para todo C € con C^R se tiene que O^C
Si C=R, Ü€C^ y ÜC( R-(0,1 ) )‘^ .
B) Sea X=NxN. Se considéra la aplicacion — »P(P(X))
definida por:
5 ( (m,n) )= { A C N x IM I (m,n)^A| -\/(m,n) (1,1) ,
^ ( ( 1 , 1 ) ) = | a C i\Ix M| (1,1 )E A y 3 F C M ,  F finito tal
que V"m ( N-F {n | (m,n)^Aj- es finitoj .
d
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La aplicacion ^  satisface las siguientes condiciones: 
l) Vx€X , C^(x) ^ . II) VxEX y Vv € ^  (x) se tiene
que xëV. Ill) Y M G  X tal que 3 &(x) con FI D  V se
verifica que FI Ç (x ). IV) Si W,LJ6 <^(x) se tiene que
V O U £  J*(x) . V) Vv 6 (^(x) , 3 U E (^(x) tal que Yy€U
se tiene que V€ ^(x) • Por tanto existe una unica topolo
Qia T, en X, tal que para todo x6X , C^(x) es el sistema
de entornos de x en (X,T).
Veamos que (X,T) no es subsecuencial.
Sea S :N  ► X la sucesion definida por:
Para todo m^ M tal que existe péiM con p > l ,  p primo y
m=p^, S(m) = x^=(p,n). En caso contrario, S(m) =x^ =(2,m).
5e verifica que :
a) (1,1) £ Agly S • En efecto;
Para todo existe F= (ny,...,n^} tal que para
todo m £ N-F, el conjunto jn | (m,n)^V^^’^^J es finito,
Para todo n€N sea pe N , p primo con p >  max|n , n^ ,. . ,n^ j-.
Como p ^  M-F existe k£N con (p,k)£ V  ^^ ^ \  Luego
S(p^) = X . = (p,k)€ y p ^ ^ p > n
P
b) Habremos probado que (X,T) no es subsecuencial, si 
probamos que no existe s' subsucesion de S tal que
(1,1)6 Limbs' .
Sin perdida de generalidad se puede suponer que (l,l)^im(S) 
(Pues si S es una sucesion en X y s' una subsucesion de 5,
existe S“ subsucesion de S* y por tanto de S, tal que
im(S” )C  im(S) )•
— 2 5—
Si existiese q€ N tal que im(s' ) 0 (  { q} x l\l) es infi­
nito, se tiene que S* no esta eventualmente en
=(NxN -{ q} x N ) U  (Ifl) •
En caso contrario, para todo qtN, im(s' ) 0 (  (q) xN ) es 
finito y s' no esta e ventualmente en NxlV - im(S* ).
Por tanto, (1,1)^ LimyS' para toda S* subsucesion de 5.
Veamos que (X,T) es fuertemente accesible y Tg«
(X,t) es Tg. En efécto:
a) Sean (m,n) ,(p,q)6 NxN con (m,n) ^ (p,q) y ambos
distintos de (1,1). Como [ (m,n) } = y j(p,q)|=v(^*^^
se tiene que y / ^  y ^ P » ^  ^ .
b ) Sean (1,1),(m,n ) é MxM . Entonces considerando
= X-{(m,n)} y = |(m,n)} se tiene que
v(l,l)nv(m»n) ^ ^ ,
(X,T) es fuertemente accesible. En efecto:
Los unicos subconjuntos de X que tienen puntos de acumula-
ccion son los que tienen infinites puntos en infinitas rectas ver
iticales. Ademas, el unico punto de acumulacion de estos subcon-
.juntos es el (1,1).
Sea [^nlnCM sucesion decreciente de subcon juntos de X
;y (1,1)£ A ^  para todo n£N. Se considéra el cerrado C, definido
(de la siguiente forma; C= ( LJ [(fn }x N )n A ] )[j|(l,l)j , don-
p€N  ^ "p
(de <n } r es una sucesio^ estric tamen te creciente de numéros 
( pj pcIM
fnaturales tal que ( {n jx n ) H A  es infinito. Entonces (1,1 )EC^
P *^ p
y^ (1,1)^’(C-A^)^, para todo n£l\, ya que para todo n&N, C -
îsolo tiene puntos en un numéro finito de rectas verticales.
[Definicion 1.1.38
Un espacio topologico (X,T) se. dice isosecuono: al
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compacto, si todo subconjunto numerablemente compacte y ce­
rrado es secuencialmente compacte.
Proposicion 1.1.39
Si (X,T) es subsecuencial se verifica que (X,T) es 
jisosecuencial compacte.
Demostracion;
Sea M un cerrado y numerablemente compacte en (X,T) y 
(^n}n£l\l sucesion contenida en M. Como FI es numerable-
rmente compacto, existe x^C M G) A g 1 ^ j x^ j  ^ . Asi existe
i*n^}kÉN t a l q u e  e Lim {  ^  ^ y por tanto M es se-
ccuencialmente compacto.
Proposicion 1.1.40
Todo espacio I.A.IM. o bisecuencial o c-numerablemente 
[bisecuencial o numerablemente bisecuencial, es isosecuencial 
(compacte.
[Demostracion :
^Es consecuencia de 1.1.17,1.1.19 y % .1.Il y de la propo - 
îsicion anterior.
[Proposicion 1.1.41
Todo espacio de Frechet y T^ es un espacio isosecuencial 
(compacte.
[Demostracion:
Es consecuencia de 1,1.33 y de la proposicion 1.1.39.
[Definicion 1.1.42
A) Un espacio topologico (X,T) es fuertemente K-espacio
(si para toda sucesion decreciente oe subconjuntes de X,
| a [ , y todo X 6 Â paratodo n £N,se  verifica que
l n J nE N o n
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existe un con junto compacto K tal que x^£ (kOA^) para to­
do n€ f\l • (31 )
B) Un espacio topologico (X,T) es un K-espacio, si para 
todo subconjunto A de X y todo Â  ^ se verifica que
existe un conjunto compacte K tal que x^£ (K H  A ) .(31)
c) Un espacio topologico (X,T) es un K-espacio, si para 
todo subconjunto A de X y todo x ^  Â , se verifica que exis
te un con junto compacto K tal que x^£ K ^ H k H a ). (10)
Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto la indepen­
dencia entre los espacios subsecuenciales y los espacios 
fuertemente K* -espacios, k '-espacios y K-espacios.
Ejemplos 1.1.43
 ^^  ( [û, il , T ) ^  es localmente comoacto y I _,
u ^
(por tanto fuertemente K-espacio, K-espacio y K-espacio (31)) 
sin embargo no es subsecuencial ya que es numerablemente com 
pacto y no secuencialmente compacto.( Si fuese subsecuencial, 
séria isosecuencial compacto y por tanto secuencialmente com­
pacto ).
 ^^ es subsecuencial, pero no es un K-espacio
(por tanto no es fuertemente K-espacio, ni K-espacio).
En efecto;
Veamos que los conjuntos compactos de son finitos.
{%n } n ( N ^ ^  infinito, la familia { H-(x^ | néW-(i
es un recubrimiento abierto del conjunto (x I nEwj, peroevi-
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dentemente no existe un subrecubrimiento finito de 
{ R - { I n«N - U )  .
Esta propiedad de es suficiente para afirmar
que no es K-espacio. Basta considerar el conjunto
A = (0,1)CR y x^ = 0 £ Â ; pues para A no existe subcon
compacto , K, tal que x^ = Ü6 K Q (K Q A ) ,ya que para to­
do compacto K, G ^  K Pi (K O  (Q , 1 ) ) = K A  (ü , 1 ) .
El siguiente cuadro resume las relaciones establecidas 
entre los diferentes espacios considerados en este parrafc.
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^  2 G E I M E R A L I Z A C I G W E S  D E L  I I . A . N .
El estudio del 11.A .N., puede contemplarse desde un pun 
to de vista mas general que consiste en sustituir el cardi - 
nal por un cardinal arbitrario c.
Proposicion 1.2.1
Sea (x,T) un espacio topologico. Entonces existe base 
de T tal que para todo $  ,base de T, se verifica que
card ( ^  — card ( ).
Demostracion;
Es consecuencia de que todo con junto de cardinales esta 
bien ordenado.
Definicion 1.2.2
Sea (X,T) un espacio topologico. Se llama grade o peso 
de (X,T) y se designara por g r (X ,T ) al cardinal: 
minimo I card(jB)|  ^es base de T j . (22)
Proposicion 1.2.3
Un espacio topologico (X,T) cumple el II.A,M. si y so- 
lamente si gr (X , T ) ér .
Demostracion;
Es consecuencia inmediata de las definiciones de grado 
de (x,T) y de II.A .N..
A continuacion se estudia el comportamiento de los espa 
cios de grado menor o igual que c (^^:^c) en la construe - 
cion de topologias iniciales y finales.
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Proposicion 1.2.4
Sean X un conjunto, (X^  ,l') un espacio topologico de
gr(x',T*) ^c y f:X » x' una aplicacion. Entonces
gr(X, d') ) ^c.
Demostracion;
Por la proposicion 1.2.1, para (x',t ' ) existe una base 
^  ^  de T * tal que para toda base ^  de T car ( ^ ) ^card(J$' ).
Entonces por la definicion de grado de (x\ t' ) se tiene que
gr(X* ,T* ) = card(j0Q) ^c. Como f~^( es una base T y
card(f c a r d ( ^ ’^), se tiene que gr ( X , f ~ ^ ( T ‘ ) ) ^ c .
Corolario 1.2.5
Si (x' ,T ') es un espacio topologico de gr(X* ,T* ) - c y 
X es un subconjunto de X ' , se verifies que gr(X,T’|^) 6 c .
Este corolario pone de manifiesto que el grado de un 
espacio topologico es hereditario.
Proposicion 1.2.6
Sean (X,T),(X* ,T’ ) espacios topologicos y f : X una
aplicacion continua, abierta y suprayectiva. Entonces, si
gra(X,T) ^ c se verifica que gr(x',l') ^ c .
Demostracion;
Por ser gr(X,T) ^ c existe  ^ base de T tal que gr(X,T) 
= card( ^ c . Teniendo en cuenta que por ser jÈ ^  base oe
T , f ( ) = jf(B) B 6 es base de T ya que f es conti­
nua, abierta y suprayectiva y c a r d ( f ( ^  c a r d ( ^ r e s u l
ta que gr ( X* , T * ) ^ c .
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Proposicion 1.2.7
Sean (X,T) , (x',T*) espacios topologicos y f : X ^ X* una
aplicacion propia suprayectiva. Entonces si gr(X,T) ^ c se 
tiene que gr(X*,T* ) ^ c,
Demostracion;
Por ser gr(X,T) ^ c existe ,^ ^ , base de T tal que 
card(J = gr(X,T) ^ c.
Sea = 1  B^l iélj con card(l) = c . r d ( ^ ^ )  c.
Veamos qua = j X - f(X- B^) | PC 1, con F finito
y no vacioj , es una base de T' .
12. j  C  T ya que f es, por ser propia, una aplicacion 
cerrada.
22. Sean G*6T y x'e G* . Entonces f ^(x') es un sub­
conjunto compacto contenida en el abierto f ^(G^) . Por tanto 
existe F C l  finito tal que f ^(x*)C B ^ C f  ^(g '). Asi
x*é X - f (X - CJ 8 . )CG* . Por tanto es una base de T ' .
iC-F 1
Como card( ^  ^ c , se tiene que gr(x',T ') ^ c .
Proposicion 1.2.8
Sean | (X^,T^) una familia no vacia de espacios
topologicos no vacios. Entonces gr( 1 T (X .,T .)) - c si y
i d   ^ 1
solamente si se satistacen las siguientes condiciones:
1. gr(X^,T^) é c, para todo iEI «
2. card(j) ^ c, donde J = j iti | card(T^) ^ 3
Demostracion;
Supongamos que gr( 1 \ (X.,T.)) - c . Como para todo jcl
ifc I  ^ ^
p . : 1 f X .---- >X. es continua, abierta v suprayectiva, nor
J i £ I  1 J
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1.2,6 , gr(Xj,Tj) ^ c para todo jtl .
Por otro lado existe una base de la topologia pro­
ducto Tp, tal que card(J$ ) = gr ( 1T7 (X.,T.)) ^ c.
161 1 1
Sea I I mtFlj con card(M) = card(j^^) 4 c .
Para todo m(M, = j i€l| pu(B^) ^ X^| es finito. Por
tanto, H = L_J H es tal que cardfH) - card(M) ^ c . Como
J C H ,  se tiene que card(j) ^ card(H) ^ c .
Reciprocamente;
Supongamos que gr(X^,T^) ^ c para todo ieI y que
card (3 ) ^ c. Sea = j B? | mtfi \ , con card(M^) ^ c, una
base de tal que card(^^) = gr(X^,T^} ^ c.( Para todo
id-3, i. = {x, I ).
Se tiene que É \ 1 f A. I existe f C 3 ,  con F finito,
1 i6l '
tal que A^ = X p a r a  todo iCI-F y para todo i6F ,
es una base de Tp . Como card( ^ )  - c , résulta que
gr ( T T  (X . ,T . ) ) ^ c.
161  ^ 1
Corolario 1.2.9
una familia no vacia de espacios to
i d
pologicos no vacios con card(l) ^ c .Entonces gr( ] f ( x . , T . ) )
16 1  ^ 1
é c si y solamente si gr(x^,T^) ^ c, para todo it I . 
Corolario 1.2.10
Sean X un con junto no vacio y j iel
una familia no vacia tal que para todo 16 I , f^ es ura apli 
cacion de X en X^. Entonces, si gr(X^,T^) ^ c para todo 16 1,
y card(3) - c, donde 3 =j i d  | caid(T.) ^ sj , se verifica
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q u e g r ( X , ^  c .
Demostracion;
Es consecuencia de que, ,topologia inicial para la
familia verifica que , siendo Tp la
topologia producto de la familia | (X^,T^)
Ejemplo 1.2.11
El espacio topologico (R^,T^ ) es tal que gr(R -
9 9
>N / R T />0 > sin embargo, el espacio cociente
es tal que su grado es mayor que Este pone de manifies­
to que si un espacio topologico (X,T) es tal que gr(X,T) ^ c, 
el grado del espacio topologico cociente (x /R,T/R) no tiene 
por que ser menor o igual que c.
Proposicion 1.2.12
Sean }i6I familia no vacia de espacios
topologicos no vacios. Entonces g r ( ^  (X .,T .)) ^ c si y
itI  ^ ^
solamente si card(l) ^ c y gr(X^,T^) ^ c para todo ici .
Demostracion:
Basta tener en cuenta que (X.,T.) es homeomorfo a
J J
,]L T. ) y que X . x j j l ç E T .  para todo jél.
J ifl  ^ X.xjjj J iél ^
Proposicion 1.2.13 (Generalizacion del T. de Lindelof )
Sea (X,T) un espacio topologico con gr(X,T) ^ c, A  un
subconjunto de X y { V. | iCljCT tal que A C LJ V.. Enton-
 ^ iÉ I ^
ces, existe JCI con card(j)  ^ c, tal que AC CJ V . .
i O  ^
Demostracion:
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Como gr(X,T) ^ c, existe una base de meMj ,
con card(M) = card(J^) = gr(X,T) ^ c .
Sean H = jmtMj 3i€l con y f:H-----►! una apli­
cacion tal que B C U „ /  \ para todo M . Es évidente quem I (m;
f(H) = 3  es tal que card(f(H)) = card(3) ^ card(M) ^ c .
Veamos que A G  CJ V . .
16 3 ^
para todo x6A , x6 CJ V .. Por hipotesis, existe i 6 1
itI 1 °
con x€V^ • Como es base de T, existe m€M con x€B^Cv. .
o ^o
Asi'. U^W..
Proposicion 1.2.14
Todo espacio topologico (X,T) de grado menor o igual que 
c tiene rango menor o igual que c.
Demostracion;
Por 1.2.1, existe una base de T tal que c a r d (^  ) = c. 
Para todo x6X, T^(x) =| 86 j x€ B } es una base del sistema
de entornos de x. Como card ( x ) ) ^ c , se tiene que 
rang(X,T) ^ c.
Se tienen las siguientes relaciones entre el grado y el 
rango de un espacio topologico:
II.A. N.   :> I.A.M.
T T
Espacios de grado ^ c — " , .  z:» Espacio s de rango ^ c
(c estrictamente mayor que )
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^ 3. GENERALIZACIÛNES DE LOS ESPACIûS DE
El estudio de los espacios de Lindelof y hereditariamen 
te de Lindelof puede contemplarse desde un punto de vista mas 
general, que consiste en sustituir el cardinal por un car­
dinal arbitrario,
Definicion 1.3.1
Sean c un cardinal y (X,T) un espacio topologico. Se di­
ce que (X,T) es c-Lindelof si todo recubrimiento abierto de 
(X,T) tiene un subrecubrimiento oe cardinal estrictamente 
menor que c.
Proposicion 1.3.2
Sea (X,T) un espacio topologico. Entonces se tiene;
a) (X,T) es compacto si y solamente si (X,T) es H q “ 
Lindeloff.
b ) (X,T) es de Lindelof si y solamente si (X,T) es
K
2 °-Lindelof.( Se admite la hipotesis del continuo). 
Demostracion;
Es consecuencia inmediata de las definiciones de espa - 
cios c-Lindelof, espacios compactos y espacios de Lindelof.
Observacion 1.3.3-----------------------------------------  vx
Todo espacio topologico de gr(X,T) ^ es 2 °-Linde-
lof.
Todo espacio topologico (X,T) de gr(X,T) ^ c ^ < c  es 
un espacio c-Lindelof.
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A continuacion se estudia el comportamiento de los es 
pacios c-Lindelof en las construcciones de topologias ini 
ciales y finales.
Proposicion 1.3.4
Todo subespacio cerrado de un espacio c-Lindelof es 
c-Lindelof.
Demostracion;
Supongamos que (X,T) es c-Lindelof y sea C un cerrado
en (X,T). Entonces, si Y* = i^l] es un recubrimiento a-
bierto de (C,T|^), existe itij tal que LL6T y
U^n C = para todo 16 1,
Como i6ljij[x-c} es un recubrimiento abierto
de (X,T) y (X,T) es c-Lindelof, existe un subrecubrimiento
d e  2 ^  , 2 /  ( [ * } ) = |u^ I méfi}U[x-c) con card(?/(l^))<c. Asi,
m
Y^(M) =1 V. = U . n c  |m6FiJ es un subrecubrimiento de tl con 
m m
card('^(ro)) é card(M)<c . Asi pues, (C, T| _) es c-Lindeiuf ,
Observacion 1.3.5
Sea (X,T) un espacio topologico e Y un subconjunto de X.
Entonces (Y,T j y ) es c-Lindelof si y solamente si para todo
^  = |u. i6l} C  T tal que Y C U U. se verifica que exis- 
 ^  ^ 16 1 ^
te JCI con card(j)<c, tal que VC U  U. .
16 3 ^
Ejemplo 1.3.6
El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la propiedad 
c-Lindelof no es hereditaria,
Sea el espacio topologico (R,T) donde T = 1  a C r | a|U I h
—  38 —
Es évidente que (R,T) es un espacio de Lindelof, Sin 
embargo (R-jo), T no es Lindelof ya que es la
topologia n^scre'a y card(R-jü))> , Luego no existe subre 
cubrimiento numerable del recubrimiento abierto, de R-{ü}, 
({x)|x ^ o) x6 R-j ü} "
Proposicion 1.3,7
Sean (X,T), (x ’ ,t ') espacios topologicos y f;X >
una aplicacion continua y suprayectiva. Entonces, si (X,l) 
es c-Lindelof, se verifica que (x',T* ) es c-Lindelof. 
Demostracion;
Sea %L •=: ■ I iElj un recubrimiento abierto de (X* ,T* ), 
como f es continua, se tiene que f  ^( 7/ ) =1 f ^(U*)| itl}
es un recubrimiento abierto de (X,T) .Como (X,T) es c-Linde- 
lof, existe 3C I con card(j)<c tal que j 16 8 j es
un subrecubrimiento de (X,T), Como f es suprayectiva,
|u! I iEjj es un subrecubrimiento de ^ con card(j) <c. Asi
(x' ,T* ) es c-Lindelof,
(por tanto la propiedad de ser c-Lindelof es una propieoau 
topologica).
Proposicion 1.3.8
Sean (X,T), (x’ ,T*) espacios topologicos y f : X >• x’ una
aplicacion propia. Entonces, si (x',t') es c-Lindelof, se ve 
rifica que (X,T) es c-Lindelof.
Demostracion:
Sea ^  ~ I i6lj un recubrimiento abierto de (X,T).Co
mo f es una aplicacion propia, se tiene que %  = | X - f ( X - U u . )
icF ^
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I r C l  finitoj es un recubrimiento abierto de (x',T') . En 
efecto;
Como f es aplicacion propia, es cerrada y se tiene por
tanto que 2/ G T .
Para todo x*€ X* , f ^(x’ ) es un subconjunto compacta en
(X, T ). Por tanto, existe F C l  ,fini to, tal que f~^(x’) c U L J - *
i€F 1
Es évidente oue x*€X*- f(X- LJu.). Asi %  es un recubrimiento
if F 1
abierto de (x' , T' ) •
Como (X* ,T') es c-Lindelof, existe 
= ( X - f(X- U  U^)| F ^ C  I » finite y mEjj , con card(j)<c,
subrecubrimiento de 2^  con card ( ^  ) = card(j)<c.
Entonces ^  = j U | i€ F ^ C  I » f ini to, m(jj es un subrecu - 
brimiento de %  para (X,T) con card(î’) = card(j)<c, Por - 
tanto (X,T) es c-Lindelof ,
Definicion 1.3.9
Sean (X,T), (X* ,T*) espacios topoiogicos y f : X-----X*
una aplicacion continua y cerrada de (X,T) en (X* ,T') .Se di
ce que f es c-propia, si para todo x’éx' , f~^(x') es c-Linde
lof. (Observese que las aplicaciones ^^-propias son las a- 
plicaciones propias).
Proposicionl.S.lO
Sean (X,T), (X , T ) espacios topoiogicos y f : X ---»-X^
una aplicacion c-propia. Entonces, si (X* ,T*) es c-Lindelof, 
se verifies que (X,T) es c-LindelOf.
Demostracion:
Sea % = j u L  I i€ I } un recubrimiento abierto de (X,T). Co
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mo f es c-propia, se tiene que
^ = [ x  -f(X - Utl.)| J C I  con card(3)<c| es un recubri 
i itj 1 ^
miento abierto de (x',T* ) . En efecto:
Como f es aplicacon c-propia, f es cerrada y por tanto 
^  C  t' . Para todo x*£x', por ser f c-propia, f”^(x') es 
c-Lindelof, por tanto existe O C l  con card(j)<c tal que
) c u u .  .
i€3 ^
Es évidente que x* ê X - f(X - U tl. ) • Luego %  es un
Ü 3  1
recubrimiento abierto de (x ’ ,t ').
Como (x' ,t' ) es c-Lindelof, existe un subrecubrimiento
de , ^  = { X - f(X- LJ U.)| 3 Cil,con card(3 ) < c  y• A -I 1 iTi m
1 m
m€M con c a r d ( M ) < c j  .
Entonces U^| i ^ 1, con card(3^)<c y m€M
con c a r d ( r n ) < c j e s  un subrecubrimiento de 2^  para (X,T) 
con card(Ÿ^)<c • Por tanto (X,T) es c-Lindelof.
Proposicion 1.3.11
Sean (Xi,Ti) una familia no vacia de espacios no
vacios. Entonces, si 1 \ (X.,T.) es c-Lindelof, se verifies
ié I  ^ ^
que (X^,T^) es c-Lindelof para todo ieI.
Demostracion;
Es consecuencia inmediata de que para todo jEI la apli­
cacion p.: I f X .--->• X . es continua, abierta y suprayecti va.
J i^I 1 J
Por tanto, por la proposicion 1.3.7, por ser TT (X.,T.)
ici  ^ ^
c-Lindelof, se tiene que es c-Lindelüf para todo jEI.
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Veamos con un ejemplo, que en general, el producto de 
espacios c-Lindelof no es c-Lindelof.
Eiemplo 1.3.12
Sea j^ = |[a,b)CR | a < b ,  a,b6 r} • Es évidente que ^  es 
base de una topologia, T ( ^ ) ,  en R.
Veamos que (R,T(j5)) es de Lindelof. En efecto:
Sea î/ss|y^| ici} un recubrimiento abierto de (R,T(j$))
A partir de &  se construye un recubrimiento abierto ^ 
de la siguiente forma;
Para todo xcR , existen i^cl y g^cR* tal que 
I^= [x,x+ • Por tanto xE R | es un recubri
miento abierto de (R,T(j%))'
Sea M =( y€R | y ^  I^-{x} , Vx€r} . Para y^,y2€M, con
y2 f se tiene que I Q  I = . Por tanto M es un con
Yl Y2
junto numerable ya que la aplicacion — ► Q  que hace co-
rresponder a cada y^ M un numéro racional I^ es inyectiva. 
Sea P =1 ycR I existe x6R con yCl^ -{x)j . Entonces
|l^-jx[I x €r | es un recubrimiento abierto de (P,T^ p).
Como (R,Ty) cumple el H.A.N., existe jx^j ^ G  R tal que
P(Z IJ(I* - {%n) ) • Asf, R=MlJP= ( U  I ) U ( U  I* ) =
nCN n xtM n£ N n
= ( V. ) U  ( V. ) y por tanto (R,T ( )) es de
xfM X n(N x^
Lindelof.
Sea (R»T(^)) x (R,T(^)). Este espacio topologico no es 
de Lindelof. En efecto:
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Si fusse de LindeiOf, el conjunto A * =  { (x,-x)| x Cr ]
que es cerrado, . séria un espacio de Lindelof, pero es un 
absurdo ya que A *  tiene la topologia discreta y card(A*)>
Proposicion 1.3.13
Sean (X,T) un espacio topologico compacto y (x',T') un 
espacio topologico c-Lindelof. Entonces (X,T )x(X* ,T* ) es 
c-Lindelof.
Demostracion;
Teniendo en cuenta que por ser (X,T) compacto, la proyec
cion p^SXxx' >X* es propia, résulta por 1.3^ que ( X , T ) x ( x', t‘)
es c-Lindelof.
Proposicion 1.3.14
Sean X* un con junto, (X,T) un espacio topologico y f : X— $-X ' 
una aplicacion suprayectiva. Entonces, si (X,T) es c-Lindelof, 
se verifies que (x’ ,T^),(donde es la topologia final en X ' 
para la aplicacion f ), es c-Lindelof.
Demostracion;
Es consecuencia de que f es una aplicacion continua y su 
prayectiva de (X,T) en (X* ,T^) y tener en cuenta la proposi­
cion 1.3.7.
Proposicion 1.3.15
Sea I (X^,Tj^) j  ^ una familia no vacia de espacios topo­
iogicos no vacios. Entonces H  (X.,T.) es c-Lindelof si y
i€ I  ^ 1
solamente si card(l)<c y (X^jT^,) es c-Lindelof para todo iE I. 
Demostracion;
Si H  (X.,T.) es c-Lindelof, como para todo jEI, X.x{j} 
ici 1 1
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es un cerrado en (X.,T.), por la proposicion 1.3.4 ,
J i t  1 ^
•I) as c-LindelOf .Puesto que (X.,T.) es
J J
homeomorfo a (X.xjjj, XI T. _ .i) se tiene que (X.,T.) es
J, '• iEI AjXiJJ J J
c-Lindelof, para todo jEI.
Ademas, card(l)<Tc, ya que |Xjx{j}|jEl| es una particion
abierta de G  (X.,T.), y si no fuese card(l)<c, el recubri 
i€ I ^
miento ^Xjx{j(|j€lj ,no admitiria un subrecubrimiento de
cardinal menor que c , lo cual contradice la hipotesis de que
H  (X,,T.) es c-Lindelof. 
i€ I  ^ 1
Reciprocamente;
Sea {u. |jCj|un recubrimiento abierto de XI (X.,T.)*
<  ^  ^ 16 1 1 1
Se tiene que para cada j€3, U.= XI A^ , donde < A^r . , ^  es
J it! J iJjJfcJ
un recubrimiento abierto de X^xjij homeomorfo a X .
Por ser (X^,T^) c-Lindelof, para todo iCI, existe 3
tal que card(3^)<Cc y j Aj j es un subrecubrimiento de
X .. Entonces U  { U.|jE3^ [ es un subrecubrimiento de X_ X. 
 ^ ill J iE I ^
de cardinal menor que c. Asi pues, XI (X.,T.) es c-Lindelof.
iCI  ^ 1
Corolario 1.3.16
Sean X* un con junto, I una familia
no vacia tal que card(I)<c y para todo 1E3, f^ es una apli­
cacion de X^ en X* . Entonces si (X^,T^) es c-Lindelof para 
todo i€I y para todo x^ E X* existe IE I y existe x.EX. tal que
I , ^   ^ ^
fi(Xi)= x',se verifies que (X ,T ) es un espacio topologico 
c-Lindelof.
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Demostracion:
, Por 1.3.15, XI (X.,T.) es c-Lindelof. Para la aplicacion 
i€I 1
sobreyectiva f=<^f : H  X .--- x’ definida por f(x.,i) = f.(x.)
J- it 1 iEi i i 1
para todo(x.,i) C X. X., teniendo en cuenta la proposicionI.3.14
 ^ i I 1
résulta que (x’ , ( XI T.)^) es c-Lindelof.
iC I 1
Teniendo en cuenta la observacion V.4.33 de (1#), résul­
ta que ( XI T . ) ( ]L T.)  ^ = T ^  . Por tanto (X% T ^ )
i€l  ^ i€I ^
es c-Lindelof,( T es la topologia final en X' para la fami­
l i a l ) .
La proposicion 1.3.4 y el ejemplo 1.3.6 motivan la sigui­
ente definicion:
Definicion 1.3.17
Un espacio topologico (X,l) se dice hereditarlamente c- 
Lindelof, si para todo subconjunto Y de X se verifies que 
(Y,T|y) es c-Lindelof.
Es évidents que todo espacio hereditariamente c-Linde- 
lof es c-Lindelof. Sin embargo, el ejemplo 1.3.6,muestra la 
existencia de espacios c-Lindelof que no son hereditariamen 
te c-Lindelof.
Proposicion1.3.16
Sea (X,T) un espacio topologico.Entonces (X,T) es here­
ditariamente c-Lindelof,si y solamente si,para todo GET,
(G,T|g) es c-Lindelof.
Demostracion:
Delà definicion se sigue que si (X,T) es hereditariamen 
te c-Lindelof, se verifies que (G,T|^) es c-Lindelof. 
Reciprocamente:
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Sea Y C X  y I i j C  T , tal que Y G  LJ , un recubri
it I
miento abierto de Y.
Como ( U U . ,T 
iEI 1
) es c-Lindelof, existe JCI I,con
16 I ^
card(j)<c,tal que (J U . = (J U . . Se tiene queV^=|u.|i6Jj
i€l 1 i€J 1 I ^
es un subrecubrimiento de 2^para (Y,T|y), con card ( J ) = ca rd ("tT ) 
< c ,  Por tanto, (Y,T |y ) es c-Lindelof. Asi (X,T) es heredita­
riamente c-Lindelof.
A continuacion se estudia el comportamiento de los espa­
cios hereditariamente c-Lindelof en la construccion de topo­
logies iniciales y finales.
Proposicion 1.3.19
Sea X unn conjunto, (x’ ,t') un espacio topologico here­
ditariamente c-Lindelof y f:X ► X* una aplicacion .Entonces
(X,f~^(T*)) es hereditariamente c-Lindelof.
Demostracion;
Sea G£f ^(T*). Entonces existe G E T  tal que G=f~^(G*).
Sea 2^s=|u^ I iE I j G  f ^(T*) un recubrimiento abierto de G. Por
ser UL£f ^(T*) existe u '^e T' tal que U^= f~^(U^).
Entonces f(G) = f( U  U . ) = U  f (u . )G tj u'. .
i€l  ^ 161  ^ 161 1
Como (X* ,T*)es hereditariamente c-Lindelof, existe J G I
con card(j)<c tal que f(G )G U  U*. . Asi G G f**^(u‘ ) =
-1 .  ^ i € J ^
U U . .  Por tanto (G ,f (T )|_) es c-Lindelof. Entonces por 
i€J 1
1.3.18, (X,f ^(T*) es hereditariamente c-Lindelof.
Corolario 1.3.20
— 4 6—
Si (x'i*) es hereditariamente c-Lindelof y x C X ^ s e  ve­
rifies que (X,T|^) es hereditariamente c-Lindelof,
(As! pues el axioma hereditariamente c-Lindelof es hereditario) • 
Proposicion 1.3.21
Sean (X,T), (x',T*) espacios topoiogicos y f : X— »x'una 
aplicacion continua y suprayectiva. Entohces si (X,T) es he­
reditariamente c-Lindelof, se verifies que (x',T') es heredi 
tariamente c-Lindelof (por tanto la propiedad de ser heredita 
riamente c-Lindelof es una propiedad topologies).
Demostracion;
Basta probar que para todo g'et', (G*, T* I p i  ) es c-Lin-
' U
delof.
Sea 2/5 j i£l| un recubrimiento abierto de G* tal que
G* C  U . Como f es continua se tiene que f ^ ( ^  ) = 
i€l ^
= {f ^(u'j^)|i6lj es un recubrimiento abierto de f"^ (G*) = G ya
que f~l(G')= G(Zf~l( U u \ )  = IJ ).
iEI  ^ i U  1
Como (X,T) es hereditariamente c-Lindelof, (G,Tip) esI G
C-Lindelof. Asi, existe JCI con card(j)<Cc tal que
G C  U  f'^(u'). Entonces f (G) = f (f“^(G* )) = g 'C  f ( U  f (u'j ) 
i€J A  ifcj ^
« U  f(f (^u*.)) = U
H 3   ^ i€J ^
Por tanto ^  =|u^|i€jj es un subrecubrimiento abierto de 
G* de c a r d ( ^ ^ ) < c .  Luego (c/,TNp, ) es c-Lindelof y por tan-
I u
to (x* ,T* ) es hereditariamente c-Lindelof.
Ejemplo 1.3.22
El espacio topologico (R,T(j%)) del ejemplo 1.3.12 es 
hereditariamente Linddelof, Sin embargo, el espacio topclogi
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co (R,T(jB ))x(R;T(J$ )) no es hereditariamente de Lindelof 
ya que ni siquiera es Lindelof.
Este ejemplo pone de manifiesto,que en general, el pro 
ducto de espacios topoiogicos hereditariamente c-Lindelof,no 
es hereditaiamente c-Lindelof.
Se tiene no obtante el siguiente reciproco:
Proposioion 1.3.23
Sea I ^ familia no vacia de espacios topo­
iogicos no vacios. Entonces, si ]*”[ (X.,T.) es hereditaria -
i c i  ^  ^
mente c-Lindelof, se verifies que (X^,T^) es hereditariamen 
c-Lindelof, para todo i € I.
Demostracion;
Es consecuencia de que para todo je I la aplicacion 
p.: FTx. ► X. es continua, abierta y suprayectiva.
J i€l 1 J
Por tanto, por 1.3.21, por ser 1 \ (X.,T.) hereditaria-
iei  ^ 1
mente c-Lindelof, se tiene que hereditariamente
c-Lindelof para todo je I.
Proposicion 1.3.24
Sean x' un conjunto, (X,T) un espacio topologico y f:X — » X 
una aplicacion suprayectiva. Entonces, si (X,T) es hereditaria 
mente c-Lindelof, (x',T^), (T^ es la topologia final en X*pa 
ra la aplicacion f), es hereditariamente c-Lindelof. 
Demostracion;
Es consecuencia de que f es una aplicacion continua y su 
prayectiva de (X,T) en (X* ,T^) y tener en cuenta la 1.3.21. 
Proposicion 1.3.25
Sea^ una familia nu vacia de espacios topolo
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gicos no vacios. Entonces XT (X.,T.) es hereditariamente c-
i€ 1  ^ 1
Lindelof si y solamente si card(l)<c y (X^,T^) es heredita 
riamente c-Lindelof para todo 16 1.
Demostracion;
Si H  (X.,T.) es hereditariamente c-Lindelof, como pa- 
i€ I  ^ ^
ra todo jtl, se tiene que (X.xljl, H  T.
J  :  f  T  -L
tariamente c-Lindelof.
) es heredi-
XjXjjj
Puesto que (X.,T.) es homeomorfo a (X.xjjj, X  T 
J J J 16I i
) se
X j X { j }
tiene que es hereditariamente c-Lindelof para todo j€I.
Ademas, por ser XI (X.,T .) hereditariamente c-Lindelof,
161  ^ ^
t  (X.,T.) es c-Lindelof y por 1.3.15, card(l)<c .
161  ^ ^
Reciprocamente;
Sea G un abierto de XI (X . , T . ) y |u JjEj] un recubrimien
i£ l  1 1 >■ J
to abierto de G. Se tiene que para cada j€J, U .= H  donoe
J J
\ (\\ f . _/ es un recubrimiento abierto de G.xfi} homeomorfo a G. 
l J J J63 1 ‘ 1
(G = XZ G .). Por ser (X.,T.) hereditariamente c-Lindelof, G.i^I 1 1 1  1
es c-Lindelof, por tanto existe, para cada iEI, J, con
card(3^)<c tal que | A^ | es un subrecubrimiento abierto
de G^.
Entonces Ü  ]u.|j€J^r es un subrecubrimiento de G de
161 I J J
cardinal menor que c. Asi, (G, H  T.|_) es c-Linaelof y por
tanto XI (x.,T .) es hereditariamente c-Lindelof 
161  ^ ^
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Corolario 1.3.26
Sea X* un con junto , ^  = | ( (X^^ , ), f ^ ) j   ^j  una familia no
vacia tal que card(l)<c y para todo IE I, f^  ^ es una aplica - 
cion de X en X* .Entonces, si (X^,T^) es hereditariamente 
c-Lindelof, para todo i€ I y para todo x^ € x' existe 16 I y exis 
x^EX^ tal que f\(x^) = x* , se verifies que (X* , ) es un es­
pacio topologico hereditariamente c-Lindelof.
Demostracion;
Pot 1.3.25, (X.,T .) es hereditariamente c-Lindelof. 
161  ^ 1
Para la aplicacion suprayectiva f = j • H   *^ x'
if I
definida por f(x.,i) = f.(x.), para todo (x.,i)E XL X., por
1 1 1  1 16 1 1
la 1.3.24 se tiene que (X* ,( XL X .)^ ) es hereditariamente
if I 1
c-Lindelof.
f ^
Por V.4.33 de (18),résulta que ( X T.) = T .Por tanto
, ‘jr ^
(x ,T ) es h e r e d i t a r i a m e n t e  c-Lin delof.
El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el axioma he­
reditariamente c-Lindelof, no se conserva por imagenes inver­
sas de aplicaciones propias( y por tanto tampoco por imagenes 
inversas de aplicaciones c-propias).
Ejemplo 1.3.27
Sea (X,T) el espacio topologico definido de la siguiente 
forma: X = M Ujuoj donde M es un con junto de cardinal c y
T = |a C  XI ^ A } U  {x} . Se consideran (x ',t ' ) espacio topologico
unitario y f ;X ► X* la unica aplicacion posible.
Como (X,T) es compacto, f es una aplicacion propia de 
(X,T) en (X* ,T‘ ).EVidentemente, (x',ï’) es hereditariamente 
c-Lindelof, sin embargo (X,T) no es hereditariamente c-Linde
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lof ya que T j es la topologia discreta,
El siguiente ejemplo prueba que la proposicion 1,3,13 
no es cierta,en general,para espacios topoiogicos heredita - 
riamente c-Lindelof.
Ejemplo 1.3.26
Sea (X,T) el espacio topologico compacto del ejemplo an 
terior y (x’,T*) un espacio topologico unitario, por tanto 
hereditariamente c-Lindélof. Evidentemente (X,T)x(x',T*) no 
es hereditariamente c-Lindelof.
El siguiente cuadro resume las relaciones entre los espa 
cios de Lindelof y los que cumplen el II.A.N..
compactes
II.A.N.
Espacios de 
grade 6 c^ c
:> hereditariamente 
Lindelof
hereditariamente
c-Lindelof
( c estrictamente mayor que 2
=>• Lindelof
c-Lindelof
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^  4. GENERALIZACIONES DE ESPACIOS SEPARABLES
El estudio de la separabilidiai puede contemplarse desde 
un punto de vista mas general que consiste en sustituir el 
cardinal por un cardinal arbitrario. Se procédé de la si­
guiente forma:
Proposicion 1.4.1 
 ^ ------------
Sea (X,T) un espacio topologico. Entonces existe D,sub­
conjunto denso en (X,T),tal que para todo subconjunto, D*, 
denso en (X,T) se verifies que card(ü) 4 car0 (D' ).
Demostracion;
Es consecuencia de que todo conjunto de cardinales esta bien 
ordenado,
Definicion 1.4.2
Sea (X,T) un espacio topologico.Se llama grado de sépara 
bilidad de (X,T) y se désignera por gs(X,T) al cardinal 
minimo|card(D)ID es denso en (X,T)| .(22)
Proposicion 1.4.3
Un espacio topologico (X,T) es separable si y solamente 
si gs(X,T) -'^Q*
Demostracion:
Es consecuencia inmediata de las definiciones de grado 
de separabilidad de un espacio topologico y espacio separable 
Proposicion 1.4.4
Sea (X,T) un espacio topologico de gr(X,T)= c, Entonces 
gs(x,T) ^c.
Demostracion;
Por ser gr(X,T) ^c , existe una base de T, = | B | i€ I } , 
tal que gr(X,T)= card( ^  ) = card(l) ^ c.
— 52-
Sea D =jx^EX I x^EB^ para todo ici}. Evidentemente, 0 es 
denso en X ya que para todo GET, con G ^ se tiene que 
D O G  ^ i .
Como card(D) ^ card(l) 4 c ‘se tiene que gs(X,l) ^ c.
Hay espacios topoiogicos de gs(X,l) ^ c y sin embargo 
gr(X,T)z>c. Basta considerar el espacio topologico de 1.3.12. 
Pues (R,T(j$)) es separable y por tanto gs(R,T(^)) - 
y sin embargo gr ( R , T ( ^  ) ) >  ^ ^ .
A continuacion vamos a estudiar el comportamiento del 
grado de separabilidad en las construcciones de topologias 
iniciales y finales.
Proposicion 1.4.5
Si (X,T) es un espacio topologico de gs(X,T) ^ c y G es 
un abierto de (X,T), se verifies que gs(G,T|^) ^ c. 
Demostracion;
Por ser gs(X,T) ^ c , existe ü =|x^6X|iEl| subconjunto 
denso en (X,T) tal que card(D) = card(l) =qs(X,T) ^ c. Como 
G6T y D es denso en (X,T), D O G  es denso en (G,T|^). Como 
card(Dnc) ^ card(D) ^ c se tiene que gs(G,T|„) ^ c.
I u
Veamos con un ejemplo que un espacio topologico de grado 
de separabilidad menor o igual que c, contiene subespacios de 
grado de separabilidad mayor que c.
Ejemplo 1.4.6
Sea (R,T( o^ )) el espacio topologico del ejemplo 1.3.12. 
El espacio topologico (R,T(j))x(R,T(^)) es tal que 
gs ( (R, T ( ^  ) )x (r , T ( jS ) ) ) - ♦ pues D = QxQ es denso en
(R,T(J^))x(R,T(j) )) y card(QxQ) = Sin embargo^^= |(x ,-x )|
x ER| es tal que gs (A*, Tpj^^)>» , pues su topologia es la
discreta y card( /\* ) ^  ^  ^ «
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Este ejemplo pone de manifiesto que el grado de separabi­
lidad J2£ es una propiedad hereditaria,
Proposicion I>4.7
Sean (X,T), (x’ *T') espacios topoiogicos y f : X X* una
aplicacion continua y suprayectiva. Entonces, si gs(X,T) ^ c 
se verifies que gs(X% T* ) ^ c.( Por tanto el grado de separa­
bilidad es una propiedad topologica).
Demostracion;
Por ser gs(X,T) ^ c, existe D =|x^6x|iEl} subconjunto den 
so en (X,T) tal que card(D) = card(l) = gs(X,T) ^ c.
Como f es continua, f(D)C f(D) y como f es suprayectiva 
f(5) = f(X) = x'= f(0) • Asi pues f(D) =|f(x^) |iElj es denso 
en x \  Como card(f(D))6 card(D) ^ c se tiene que gs(X,T) ^ c. 
Proposicion 1.4.8
Sean I(X^, ) j J  una familia no vacia de espacios topo­
iogicos no vacios. Entonces si gs( 1 T (X.,T . )) ^ c se verifi-
iEI 1 1
que : 12 gs(X^,T^) ^ c, para todo 161.
22 3 =}itl I existen G , A^t T^-j ^  j con G^PlA^ - ^ j tie­
ne de cardinal menor o igual que 2^.
Demostracion ;
12 Es consecuencia de que gs( I 1 /w t \) - c , de que pa
iEl\*i''i/
ra todo jEI p.: T~f X .— — X . es continua, abierta y suprayec
J i^I 1 J
tiva y de la proposicion 1.4.7
22 Por ser gs( 1 T (X.,T .)) = c , existe D = j x.EXliElf,
iei fir  ^ t-r
subconjunto denso en | | (X.,T.), tal que gs( | | (X.,T.))
iél  ^  ^ 161 1 1
= card(D) = card(l) ^ c.
Para cada itJ, sea D. = DOp.'^’fG.) . Se considéra la apli-1 1 1  ^
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cacion : 3  »P(0) definida por • v|y(i) = para todo 163.
Veamos que es inyectiva. Enefecto;
Sean i,j€3 con i ^ j y xé D O p ^ ^  (G^ )p\ P (A j ). Se tiene
que XED. y x ^ D .  ya que o O  p"^ (G . )Pl p“  ^(A . ) = A  Asi,
J J J J J /■- ■* 3^ '
Luego card(3) ^ card(P(D)) = 2^.
i
Proposicion 1.4.9 ^
Sea una f a m il ia no vacia de e s p a c i o ^  no va cios
tal que card(I) ^ 2 y gs(X^,T^) ^ c, para todo i€I. En t dnees
g s ( ] [ ( X . , T . ) ) ~ c .
16 I  ^ ^
Demostracion;
Sea A un con junto de cardinal c. Para cada 'X € A se c o n s i d e ­
rs (X^>T^)» espacio topologico compuesto con dos puntos, siendo 
la topologia discreta.
Se verifies que (Y,Tp) = ]~J (X^,T^) es compacto,  V tie-
OfEA ^
ne una base de cardinal c. Como card(I) ^ 2^ y card(v) = 2^,
existe (j) : I  > Y  aplicacion inyectiva. Sea ^o~^^i^iEI^ 1 [ X .
i€l "
un punto fijo de 1 [ x . .  Para cada i€I existe D ., subconjunto
16 1 ^ 1
denso en (X^,T^), tal que card(D^) ^ c.
Si CO g es el menor numéro ordinal con cardinal c, enton­
ces para todo 161 ,D^ se puede bien ordenar,
D ^ = | x ^  , X , «.«y X ^  , . .j CA)<CO^.
Dada una familia finita de elementos de disjuntos dos a 
dos a doSyjs^, . . yB^jy y una familia de ordinalesjw^,...,w^^
con cu j.< para todo i=l,2,..,n, se define
B , . . . B -1— r
X , 6 • ' X. oe la s i g u i e n t e  f o r m a  ;
161 ^
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8....B
Se considéra
» si (()( j) 6 B^
o
Xj ,en caso contrario.
eu _ /.\
n
con i ^ j ; , W  ^  ordinales menores que o)^  J .
Se tiene que card(D) ^ c . Ademas Ü es dunso en T 7  (X .,T .).
En efecto: Sea G un abierto no vacio de FI (Xj,T\). [ntonces,
ifl
existen i , , . . . i 6 I  taies que G D  F T a ., donde A.€T.
iEI 1 1 1
para todo iEI y A^ = X^ para todc iél -{i^,..i^}.
Como T T  (X ,T ) es , existe B,,...,B  ^ taies que
c#A  ^ 1 n
^(ij^)6 ... y Y  ^^n  ^ B^OB^. = i para todo i,j6jl,..,n)
con i ^ j. co
Para todo kEjl, 2 y...,nf, existe W  con x. 6 A. . Es evi
* ^k
6-I....B oA\
dente que x 6 GnD . (Comparese con (20)). 
l ’* * * ^ n
Proposicion 1.4.10
Sean x’ un conjunto y (XyT) un espacio topologico y f:X— »x'una
aplicacion suprayectiva. Entonces si gs(X,T) ^ c, se verifies 
que gs(X* yT^) 6 c (T^ es la topologia final en X* para la apli­
cacion f).
Demostracion:
Es consecuencia de que f es una aplicacion continua y su­
prayectiva de (X,T) en (X*,T^) y de 1.4.7.
-56-
Proposicion 1.4.11
Sea una familia de espacios topoiogicos.Enton
gs( YL (X ,T.)) 6 c si y solamente si gs(X.,T.) 6 c para todo 
it I 1 1  ^ ^
i€I y card(I ) 6 c.
Demostracion:
Si gs( YL (X^yT^) 6 c y como para todo jfl, X.xjjjes un
it I
abierto en H  ( X . y T . ) y  por 1.4.5 gs(X.xjj}, Y  T .
if I 1 1 J if I 1
Puesto que (X.»T.) es homeomorfo a (X.x[jj, Y  T .
J J J if I 1
XjX|j !
, J)
se tiene que gs(XjyTj) ^ c, para todo jEI.
Ademas, card(l) = c ya que todo conjunto denso en Y  (X-,T.)
if I  ^ 1
debe contener un elemento de XjXjj} para todo j€I 
Reciprocamente:
Por ser gs(X^,f^) - c pa^a todo if I, se tiene que existen, 
para todo i€I, Dj^C X subcon juntos densos en (X-yT^) y tales que
gs(X^yT^) = card(D^) 6 c.
Como Y  D. es denso en Y  (X.,T .), ya que Y  D. = Y  D. =
i€l  ^ i€I 1 1 if I   ^ iél ^
= Y  X., y card( Y  0 -) - c , se tiene que gs( Y  (X.,T.)) ^ c .
Î6I  ^ iei  ^ iél  ^ ^
Corolario 1.4.12
Sean x' un con junto V ( (X y T ^  ), f ^ ) j j una familia no
vacia tal que card(l) ^ c y para todo iél yf^ es una aplicacion 
de X^ en x' . Entoncesy si gs(X^yTj) ^ c para todo jél y para 
todo xéX’ existe iél y existe x^éX^ taies que f^(x^) = x^  , se ve­
rifies que gs(X* , T"^) ^ c.
Demostracion:
Por la proposicion anterior, gs( Y  (X.,T.)) - c. Para la
, iél  ^ ^
aplicacion sobreyectiva
f=<Z f . Z> . . y : Y  X -- *'X', definida por f(x.,i) = f.(x.)i i t i ^ ^ j i  1 1 1
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para todo (x. , i ) t ZTX., se tiene que g s ( x ' , (  ]L T.) ) 6 c.
1 itl 1 iti 1
Como ( ZI T. )^ = T résulta que gs(x' , T ) 6 c. 
i€I ^
Proposicion 1.4.13
Sea (X,T) un espacio topologico seudometrizable.En tances
las siguientes afirmaciones son équivalentes:
1. gr (x, T )< c .
2. (X,T) es c-Lindelof.
3. gs(X,T)<c.
Demostracion:
i > = ■->  2 . Es la observacion 1.3.3.
2• > 3. Sea d una seudométrica en X tal que T. Para
e s  u n  r e c u b r i m i e n t o  a b i e r t o  d e  
!. i , „ l  . . .  I d e( X , T ) .  P o r  s e r  ( X , T )  c - L i n d e l o f ,  e x i s t e  D ^  = | x ^ f x |  i f l f
c a r d ( D  ) < c  y  t a l  q u e  U  ( x ^ )  =  X .
i é l  -  "n
S e  t i e n e  q u e  D  =  G  e s  d e n s o  a n  X ,  e s  d e c i r  D  =  X .
n é N  ^
E n  e f e c t o  :
P a r a  t o d o  G é T  , s e  t i e n e  q u e  e x i s t e  x E G  y  n € N  t a
l e s  q u e  B ? ( x ) G G  . C o m o  X  =  L J  B ? ( x ^ )  , e x i s t e  i  E l  t a l  q u e
% F "
X  é B ^ ( x ^ ° )  . E s  é v i d e n t e  q u e  x ^ ° ê B ^ ( x ) C G .  A s i  G O  D  ^  ^ .
n  n
C o m o  c a r d ( D ) < c  s e  t i e n e  q u e  g s ( X , T ) <  c .
3 . = >  1.
S e a  d  u n a  s e u d o m é t r i c a  e n  X  t a l  q u e  T ^ =  T  y  D  = j x ^  | i C l j
u n  s u b c o n j u n t o  d e n s o  e n  ( X , T )  t a l  q u e  c a r d ( ü )  =  g s ( X , T ) < r c ,
S e  c o n s i d é r a  =  j B ^ ( x . )  | n é N ,  i é l }  . V e a m o s  q u c j j e s  una base
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Sea G E T  y xEG. Como G es abierto, existe tal que
B^(x)CG. Sea x^€B^\x)flD, se tiene que x6 b J (x  ^ )C b J (x )CG.
n 2n 2-^ °
A SI ^  es una base de T. Como card(j^ ) < c  se tiene que gr(X,T)<c.
El ejemplo I .4.6 que expresa que el grado de separabilidad 
no es una propiedad hereditaria, motiva la siguiente definicion. 
Definicion 1.4.14
Un espacio topologico (X,T) se dice hereditariamente de 
grado de separabilidad menor o igual que c, si para todo sub - 
conjunto ,Y, de X, gs(Y,T|y) ^ c.
Dbsrvacion 1.4.15
1.Como todo espacio de gr(X,T)<c es hereditaria y ten ten 
do en cuenta que gr(X,T)<c implies que gs(X,T)<éc, résulta 
que todo espacio topologico de gr(X,T)<c es hereditariamente 
de grado de separabilidad menor que c.
2. Es évidente que todo espacio hereditariamente de grado 
oe separabilidad menor o igual que c es de grado de separabi­
lidad menor o igual que c. El reciproco no es cierto como indi
ca el ejemplo 1.4.6.
El siguiente cuadro resume las relaciones entre los espa­
cios introducidos en este parrafo.
II.A.N.  E. hereditariamente  > E. separable
separable.
Ÿ
E. de grado^ c . e. hereditariamente = >  E. gs ^ c.
de gs ^ c.
CAPITULO II
AXIOMAS DE SEPARACION
^ 1. AXIOMAS DE SEPARACION ENTRE EL T^ Y EL T,
Entre los axiomas T^ y T2 se pueden définir varios axiomas 
de separacion. Vease por ejemplo (30).
En este parrafo unicamente consideraremos los US-espacios, 
los KC-eapacios y algunas generalizaciones de estos que se uti- 
lizaran en capitulos posteriores.
Definicion 11.1,1
a) On espacio topologico (X,T) es un US-espacio, si toda 
sucesion convergente tiene limite unico(12).
b) Un espacio topologico (X,T) es un KC-espacio, si todo 
subconjunto compacto es cerrado(l9 ).
c) Un espacio topologico (X,T) es un NKC-espacio, si todo 
subconjunto numerablemente compacto es cerrado.
d) Un espacio topologico (X,T) es un SKC-espacio,si todo 
subconjunto secuencialmente compacto es cerrado.
Observacion 11.1.2
Entre estos espacios se tienen las siguientes relaciones:
NKC-esoacio , SKC-espacio
V
Tg KC-espacio US-espacio ======i:z=:^  T^
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Proposicion 11.1.3
Sea (X,T) un espacio topologico subsecuencial. Las siguien 
tes afirmaciones son équivalentes:
a) (X,T) es un NKC-espacio.
b) (X,T) es un SKC-espacio.
Demostracion:
a ) ==>b )
Siempre es cierta.
b ) = > a  )
Sea M un subespacio numerablemente compacto de (x,T). 
Como el axioma subsecuencial es hereditario, se tiene que l'i es 
secuencialmente compacto en (X,T). Asi por hipotesis M es ce- 
rrado.
Proposicion 11.1.4
Sea (X,T) un espacio topologico secuencial. Las siguientes 
afirmaciones son équivalentes:
a ) (X,T) es un NKC-espacio.
b ) (X,T) es un SKC-espacio.
c) (X,T) es un KC-espacio.
d) (X,T) es un US-espacio.
Demostracion;
La equivalencia entre a) y d) se ha establecido en (47).
La equivalencia entre b) y d) se ha establecido en (17 )•
aunque el resultado se debe a C.E. Aull.
La equivalencia entre c) y d) es consecuencia de que todo
compacto es numerablemente compacto y de las equivalencies an-
teriores.
Es conocido, (12), que en un espacio topologico que cumple 
el I.A.N. el axioma US-espacio équivale a T^. La siguiente pro-
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posicion generaliza este resultadd.
Proposicion 11.1.5 ( 28*)
Sea (X,T) un espacio bisecuencial. Las siguientes afirma­
ciones son équivalentes:
a) (X,T) es US-espacio.
b) (X,T) es un KC-espacio. 
c ) (X,T) es Tg.
Demostracion:
c )r=> b ) = >  a) Estan explicitas en la observacion IJ.1.2.
a)==>c) Es suficiente dcmostrar que todo filtro converged 
te tiene limite unico.
Supongamos que existe filtro en X, tal que converge 
a dos puntos distintos x e y. Como 5 ^  converge a x,y (X,T) es 
bisecuencial, existe.9^,filtro en X, de rango menor o igual que 
^  ^  que converge a x  y tal que ^ para todo F k ^  y to­
do f\ ^  . De esta ultima condicion, se deduce que existe un
filtro en X, ^  ", tal que y ^  ". Por tanto ^  "
converge a y e  y f Agl^ .
Por ser (X,T) bisecuencial, existe ,filtro en X, de
rango menor o igual que tal que tal que converge a y
y F'“n F ' p a r a  todo F“'6 y todo f’e ^  .
Se consideran ^n) nf N ^
III
^n 1 nf l\l bases de y respec
tivamente verificando que ^ n + i ^ ^  ^n+1^ n^* para todo nEN,
Para todo né N existe x € A' 0 A “’ . Es evidente que I x )
n n n ( n) nf(\i
converge a x y a y, lo cual contradice que (X,T) es US-espacio.
Corolario II.1.5
Sea (X,T) un espacio topologico bisecuencial. Las siguien
tes afirmaciones son équivalentes:
a ) (X,T ) es .
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b) (X,T) es un KC-espacio,
c) (X,T) es un NKC-espacio.
d ) (X,T) es un SKC-espacio.
e) (X,T) es un US-espacio.
Demostracion;
Es consecuencia de II.1.5, II.1.4 y de que todo espacio 
bisecuencial es secuencial.
A continuacion se da un ejemplo de un US-espacio de Frechet
que no es T2( y por tanto no es bisecuencial ni I«A.N.).
E jemplol 1.1.6 (i7)
Sea X = Nx NU[P»Q] con P-(ü,û) y Q = (0,1) . Se consioera 
la aplicacion ^ :X »P(P(X)) definida por;
^((m,n)) = |ACiMxN|(m,n)^ A j para todo (m,n)^(0,0) y fm,n)^(0,l) 
^ ( ( 0 ,0 )) = [ ((0,0)1 UV^, I , conde { (i,J)|j€w| .
(0,0)
'^((0,1)) =|{(0,l)}Uoy I f es una aplicacion de N en N j , 
donde = L J |  (i,j) |j ^ f(i)}.
i( N
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La aplicacion ^  satisface las siguientes condiciones:
I). Para todo xGX, lT(x) ^ ^ ,
II) Si V 6 ^{x)=>xC\J
III) Si U,Vt Tir(x)=>3u € ^ ( x )  tal que u C u O u
I V ) Para todo V € %*(x ), 3  U€ ^ ( x  ) tal que para todo yfU, exis 
te U L ^ ( y )  con UC U .
Por tanto existe una unica topologia T en X tal que para 
todo xtX, ^ ( x ) es una base de entornos abiertos de x sn (X,T). 
Se tiene que:
a) (X,T) no es Tg, ya que para todo \J^ y todo \J^ ,
\i^n \j^
b ) (X,T) es compacto, ya que dado un recubrimiento aPiei'tc 
arbitrario A, el abierto que contenga a P recuore a tooo X 
menos un numéro finito de rectas verticales, y el abierto que 
contiene a Q recubre todos los puntos de estas rectas vertica­
les menos un numéro finito de puntos.
c ) (X,T) es un US-espacio.En efecto:
lira Sücesirn  ^ , con V i\- converge a f
si y solamente si 4 x } ., verifies cue rara todo K ( , e x i s t r.i n J n c iv '
n^ 6i\i tal que para tooo n ^ , x ^ > K
Una sucesion {(x^,y^)j^ con (x^,y ) ^ U, Vn€U converge a Q
si y solamente si {V p,} ^  ^ ,m verifies que a r a tooo K 6 U , existe
n EN tal que para todo n ^ n . y t ■ existe -r Ci\ tal ru u-o o n c
X = X p a r a t o d c p - n  
n m ^ o
o
Por tanto (X,T) es un US-espacio.
d) (X,T) es de Frechet. En efecto:
Sea A C X  - {q } .
Si para todo i6M, Ari({i)xN) es finito, u^'A .
Basta tomar como = !(G,1)}u l  ^ donde f : u  N es ta
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definida por f(n)Z> maximo{m<M |(n,m) ( A j
/4
Si existe i£N tal que Ari({i}xN) es infinito, existe una 
sucesion en A que converge a Q. Basta tomar la sucesion [ (i,y^)j^^^
con ^ ^ n  ( (i}xN) e estrictamente creciente.
Puesto que cada punto de X-|Qjtiene una base numerable de 
entornos, X es un espacio de Frechet.
Se podria realizar un estudio sistematico de las propieda- 
des de cada uno de los espacios introducidos en este pariafo y 
su independencia. Sin embargo,por su utilizacion posterior, va- 
mos a estudiar el comportamiento de los US-espacios en la cons- 
truccion de topologies iniciales y finales.
Proposicion II.1.7
Sea X un conjunto, (X*,T*) un US-espacio topologico y
f:X >■ X* una aplicacion. Entonces (X,f ^(T*)) es un US-espacio
si y solamente si f es inyectiva.
Demostracion;
( ) Supongamos que f es inyectiva.
Si (X,f no fuese un US-espacio, existiria u»a suce
sion l^x^l^^l^que convergeria a dos puntos distintos x e y. Enton
— 6 5—
la sucesion if(x ) f converge a f(x) y a f(y) distintos, lo 
 ^ n n 6 N
cual contradice la hipotesis.
( < = )  Supongamos que (X, f ^(T*)) es un US-espacio.
Si f no fuese inyectiva, existirian x,y€X con x ^ y taies
que f(x) = f(y). Entonces la sucesion definida por:
X , si n = 2k
Converge a x y a y lo cual es absurdo,
y , si n = 2k+l
Corolario II.1.8
Si ( X * , T * )  es un US-espacio topologico y x C x * s e  verifies 
que ( x ,  f j ^ )  es un US-espacio.
(Por tanto el axioma US-espacio es hereditario )
Proposicion II.1.9
Sean ( X , T )  , ( x '  ,T* ) espacios topologicos y f : X ► x'  una
aplicacion abierta y biyectiva de (X,T) en (X* ,T* ) .Entonces 
si ( X , T )  es un US-espacio, ( x ’ , T * )  es un US-espacio.
(por tanto el axioma US-espacio es una propiedad topologica) 
Demostracion;
f
Supongamos que existe una sucesion *'n}n6N >  ^ > ^al que
converge a dos puntos distintos x' e y* . Como f es biyectiva, 
sea jx^inCN sucesion , en X, tal que para todo n€(\i xj^  = f(x^)
y x,y€X taies que f(x) = x' y f(y) = y* . Entonces, por se r f 
abierta convergeria a x e y lo cual es absurdo.
Proposicion II.1.10
Sea una familia no vacia de espacios topologi
COS no vacios. Entonces ] [ (X.,T.) es un US-espacio si y sola-
i€.I  ^ ^
mente si para todo i€ I (X^^,!^) es un US-espacio,
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Demostracion:
::r>) Supooemos que 1 [ (X.,T.) es un US-espacio .Entonces ca-
da es un US-espacio ya que el axioma US-espacio es pro­
piedad topologica hereditaria.
( • ) Suponemos que para todo i€I (X^,T^) es un US-espacio. Si
1 \ (X.,T.) no fuese un US-espacio, existiria una sucesion (x 
i^I 1 1 L nj
en 1 fx., convergente a dos ountos distintos x e y, Como x ^ y 
ife I 1
existe i^£I tal que p. (x) ^ p. (y), Entonces | p^ es
una sucesion en (X^  ^ ,T^ ) que converge a dos puntos distintos,
ne l\i
0 0
. flo cual es una contradicion. 
Corolario 11.1.11
Sea X un conjunto y una familia tal que
para cada iCI, f^ es una aplicacion de X en X^ y (X^,!^^) es un
US-espacio, Entonces ) es un US-espacio si y solamente
si la familia distingue puntos.
Demostracion:
Por III.2.74 de (1S) se tiene que ^ (1p )
donde es la topologia del producto topologico 1 [ (X.,T .).
^  i£I  ^ ^
Por II.l.lÜ ( T~Tx .,Tq ) es un US-espacio . Asi por 11.1.7
iti 1 ^
(X,l^ ) es un US-espacio si y solamente si ( ^i^iCI inyec­
tiva lo cual équivale a que la familia distinga puntos.
El siguiente ejemplo muestra que en general el cociente de 
un US-espacio, no es un US-espacio.
Ejemplo II.1.12
El espacio topologico (H,T^) es un US-espacio. Sin embargo 
el espacio topologico cociente que résulta de identifies! los
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numéros racionales a un punto y los irracionales a otro, no es 
evidentemente un US-espacio ya que este espacio cociente consta 
unicamente de dos puntos y la topologia es la trivial. 
Proposicion II.1.13
Sea »^£ ) } j una familia de espacios topologicos no va
cios. Entonces Y1 (X.,T.) es un US-espacio si y solamente si
16 1  ^ 1
para todo i€I, (X^,T^) es un US-espacio.
Demostracion:
Si H  (X,,T.) es un US-espacio, para todo lEI, (X.,T.) es 
i€I  ^  ^ 1 1
un US-espacio por ser este axioma una propiedad topologica here­
ditaria.
Reciprocamente:
S e a i x V  ^ u n a  sucesion en H  (X.,T.) convergente a dos 
I njnCN i€ I
puntos X e y . Supongamos que x( X^ x-ji^je y 6 X^ xji^j. Como
X . xji } y X. xji,l son abiertos en H  (X.,T.) y 
I o) >' I ij iei 1 1
(Xi ^ ^ si y solamente si / ii» de la hi-
potesis se deduce que i^ = i^. Como (X^ , T ) es un US-espacio,
o o
X = y .
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$ .2 UN RE5ULTAD0 SOBRE EXTENSGRES ENTORNOS ABSÜLUTÜS
En este parrafo se establece una condicion necesaria y su- 
ficiente para que la sums topologica de una familia de extenso- 
res entornos absolutos sea un extensor entorno absolute,
Los extensores absolutos y extensores entornos absolutos 
surgon del importante teorema de extension dr- TIETZE que se 
enuncia a continuacion.
Teorema de Tietze 11.2.1
Sea (X,T) un espacio topologico . Las si.guientes afir
maciones son équivalentes:
1. (X,T) es normal.
2. Para todo cerradc no vacio, C, de (X,T) y toda aplica­
cion continua,f, de (C,T| ^ ) en j) » oonde 3 es un inter­
vale no vacio en R, existe una aplicacion continua, f , de 
(X,T) en (],T^|j) tal que f  ^ = f.
Este teorema motiva la consideracion de aquellos espacios, 
mas générales que los intervales de R, que resuelven tambien el 
problems de extension de funciones continuas, definidas en ce- 
rrados de espacios normales y con valores en dichos espacios . 
Definicion II.2.2 (13)
Un espacio topologico (x ‘,t '), se llama extensor absolute 
(y se notera E.A), si para todo espacio topologico normal (X,T), 
todo cerrado no vacio, C, de (X,T) y toda aplicacion continua, 
f , de (C, T|^) en (x',T*) existe una aplicacion continua, f, 
de (X,T) en (x ',t ‘) tal que f  ^ = f.
Definicion II.2.3 (t5 )
Un espacio topologico (x\i ‘ ) so llama extensor entorno 
absoluto (E.E.A.), Si para todn espacio t r n o 1o g i c c normal \X,T)
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todo cerrado no vacio, C, de (X,T) y toda aplicacion continua, 
f, de (C,T|^) en ( x ' , T * )  existe un abierto, G ,de (X,T) con 
C C G  y existe una aplicacion continua , f , de(G,T|^) en (X ' , T ' ) 
tal que f|^ = f.
Observacion II.2.4
1. ( s L  il ,) es un ejemplo de un espacio E.E.A. que no
5
es E.A..'
2. Todo espacio E.A. es E.E.A..
Proposicion II.2.5
Sea (X,T) un espacio topologico E.E.A y G un abierto de 
(X,T). Entonces (G,T|j^) es un espacio topologico E.E.A.
Proposicion II.2.6
Si (X,T) es un espacio topologico E.E.A, todo espacio ho- 
meomorfo a (X,T) es tambien un espacio E.E.A.,
Definicion II.2.7
Sea (X,T) un espacio topologico y una familia
de subconjuntos de X. Se dice que :
a ) es localmente finita en (X,T) si para todo x€X, exis
te y existe F C I  fini to tales que V D ^  = ^ para todo 
i e I-F.
b ) c Q  es puntualmente finita en (X,T) si para tooo x€X 
existe F C  I ,finito tal que x^D^,para todo i€I-F.
Definicion 11.2.8
Sean (X,T) un espacio topologico V ~ ^  ^j una familia
de subconjuntos de X. Se dice que o 0  es discrets en (X,T), si 
para todo xéX existe \ l ^ tal que V^ corta a lo mas a un ele 
mento d e .
— 7ü —
Observacion II.2.9
1. Toda familia discreta es localmente finita.
2. Eviden temente | , 0 ), (O , ) j es una familia local
mente finita,en (R,T^), que no es discrets.
Proposicion II.2.10
Sean (X,T) un espacio topologico y <£) una familia
de subconjuntos de X. Entonces las siguientes afirmaciones son 
équivalentes;
a) es discreta.
b ) cè es localmente finita y D Dj = </> para todo i,j€l 
con i ^ j.
Proposicion II.2.11
Sean j^Xi*T^)j^^^una familia de espacios topologicos no
vacios, (X,T) un espaio topologico, C un cerrado de (X,T) y f 
una aplicacion continua de (C,Tj^) en YL {X ^ ,1 ^ ) • Se considéra
0 = | i 6 I  I f(C)n(X^xji}) ^ jzi - . Entonces |c^ = f”^(X^x{i})|iFoj
es una familia discreta de cerrados no vacios de (x,T). Ademas
C = C .. 
i€J
Demostracion ;
Como cada es cerrado en C,  se tiene que C^ es cerrado
en (x,T ).
Para todo x ^ C ,  V* =X - C es un entorno de x que no corta
a ningun C. para todo iCO. para x£C, existe i^tO tal que xfC. .
o
Se tiene que ( x - C) es un entorno de x que solo corta a C.
o
Proposicion II.2.12
Sea (X,T) un espacio topologico .Entoncts las siguientes 
afirmaciones son équivalentes;
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a ) (x,T ) es normal.
b) Para toda familia numerable y discreta de cerrados de 
(X,T), existe una familia de abiertos, |g ^|i6j|, de
(X,T) tal que C ^C para todo i€ I y G^P|Gj = ^ para todo
i,j£I con i ^ j .
Demostracion ;
a ) = > b )
Como I es numerable, I =(ij| n^ lSj) .Teniendo en cuenta que
)c.|i6lles localmente finita, se tiene que F, = C . es
 ^  ^iO-iiii ^
un cerr*do en (X,T) disjunto de C. . Como (X,T) es normal,
^1
existe G, ( T tal que C. C  G. y 5. Q  F ^ ^ •Il i
G.Ju}Ci I iU-lij}(I- idf es discreta yLa familia de cerrados 
numerable.
Se considéra el cerrado F? = G. LJ ^ ^  C. . Se tie-
ne que F^ es disjunto de C. .Por tanto, como (X,T) es normal,
 ^ i2
existe G. ET tal que C . C g .  y G. P ) F = ^ .
2 ^2 ^2 ^2
Observese que G . A  G . = ^ y que la familia de cerradosIl
|gi , Gi I Uj^i I it I- U i , 12} J es discreta.
Supongamos que existen G. , G . , . . . , G . abiertos taies que
h  ^2 ^n
C.ClG- >••• f C.CI G y ,..,,G. .(^ic.jiO“ |i.,.*i }j
^1 ^1 ^n ^ n   ^ ^1 n^)  ^  ^  ^ ^
es una familia discreta de cerrados.
Se considéra el cerrado F , = ( G .U . . U g . ) U (  I_________ 1 C.
'1 'n i€I-Ui.
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Se tiene que F , es disjunto de C. . Por tanto, como (X,T)
^n+l
es normal, existe G. t T tal que C . CT G . y G. F ,
in+1 in+1 "n+1 ^n.l '
Asi, existe jCil itij familia de abiertos de (X,T) tal que 
C^C para todo i€I y G^^OGj para todo i, j con i ^ j ,
b )==> a )
Es consecuencia inmediata de que toda familia finita de ce 
rrados es discrets,
El ejemplo que vamos a exponer a continuacion, debido a 
BING, trata de poner de manifiesto que para la demostracion, 
en la proposicion anterior, que a ) ■ ■ .:;->b ) es esencial que 1 sea 
numerable,
Ejemplo 11,2,13 ( é )
Sea X un conjunto no numerable. Se considéra el conjunto 
I , P ( x )
B(X) = {0,lj ,Para cada elemento xEX, se define f E B(X) por
X
1 , si xt M
0 , si x ^  Fi.
Es évidente que f ^ f para todo x,yÇX con x ^ y. Por
X y
tanto, si B^(X) = jf^ | x E x } C B  (X) , card(B^(X)) = card(x).
Se considéra ^  = |{f) | f E B (X ) - B ^ ( X ) l ^ { B ( f ^ , ^ ) | x € X ,  
5 ^ C p ( x ) ,  ^ ^ y finito j ,donde B (f ^ ^  ) = | fEB(X) |
f(M) = f^(Fl), para todo Fl€j^| , Como para todo x,y,z^X taies 
que f^ Ç B (f^, J^j^)nB(f y, se verifica que
B(f^» U  j ^ )  = B(f^, 5 ^ ) 0 8  (fy, £ ^2) » GS évidente que
es base de una topologia » en B(X).
b
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El espacio topologico (B(X),Tg ) tiene las siguientes pro- 
piedades:
a) Bg(X) es un cerrado en (B(x),Tg ).
b) (B(x),Tq ) es normal. En efecto: Sean y C2 cerrados
y
no vacios y dis juntos de (B(X),Tg) . Se consideran P j^ = C B^ (X )
y ~ . Si o F2 son vacios, se tiene que y
B(X) - son abiertos dis juntos conteniendo a y , respe:- 
tivamente, en el primer caso, y C2» B(X) - Eg son abiertos dis- 
juntos conteniendo & &2  ^ ^1 fsspectivamente, en el segundo caso.
Supongamos, por tanto, que Fj^  y F2 son no vacios. Se consi­
déra y 1^2 ^ 2^ J • Como F^riF2 = se
tiene que ^ . Sean \J^ ajf^B(X) | f(M^) = l y F(M2) = oj
y \J 2 =jFEB(x)| ffMg) = 1 y f(M^) = 0 j . Se tiene que  ^ 2
y ^1*^2 abiertos ya que \J ^ - B ( f ^ , | Ft , ^ 2 ) ) para todo x 6 F ^
y 2^ =B (f {f1^  ,Fl2 j ) para todo XEM2 . Entonces,
=(U^ - C2)Ü(Cj_ -F^) y G2 = (Wr,- C ^ ) U ( C 2 - F2 ) son abiertos
disjuntos de (B(X),Tg ) tales que C^ClG^ y C^C G2 . Asi, (B(X),T*) 
es normal.
c) (B(X),Tg) es il .Por tanto, (B(X),Tg) as T^.
d) Bg(X) = |{f^|!x€x| es una familia discreta no numerable
y
de cerrados de (B(X),Tg ). En efecto:
Sea f E B(X). Si f^B^(X), \J^ =jfj no corta a ningun elemen
to de Bg(X). Supongamos que fGB^(x). Entonces, existe xEX tal 
que f^ = f. Se considéra \l = B(f^,{x}). para todo y€X-[xj ,
fy^ Asi, Bg(X) es discreta.
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e) No existe, una familia de abiertos x6X | verificando
que jf^j para todc x£X y G ^ O G ^  = ^ para todo x,yEX con
X ^ y. En efecto:
Supongamos que existe tal familia. Por la construccion de 
Tg , para todo xEX ,existe CZ P(x), finito y no vacio, tal
que f^€ B(f^, 5 ^ )  C  G^.
Como X es no numerable y para todo xEX, , es finito y 
no vacio, existe un numéro natural nEN y un subcon junto de X, 
no numerable, tal que tiene n elementos para todo xtF .
Por otra parte, para todo x , y e F se tiene que p|
ya que si fuese ^  Q  ^  ^ se tendria B ( f  ^ ) O  B ( f ^
é i.
Sea x^EF. Entonces existe E y existe F ^ G  F, no nu-
o
merable, tal que para toon x € F ^ . En efecto:
En caso contrario, para todo F ^  ^  y todo F ^G F , no
*0
numerable, existe x ^ F *  tal que F ^ . Por tanto, para todo
F £ , el conjunto Fp = | xEF |F £ | es numerable.
Ademas, como Pl ^ ^ para todo x£F, se tiene que
o ^
F = ^ ^  F(_ , lo cual es absurdo puesto que F no es numerable.
*0
Ademas ,existe t^d|ü,l} y existe F ^ G F j^ , no numerable,
tal que f^(F^) = t^ para todo xEF^.
Sea x ^ E F ^  . C o m o  f  ^  ( F ^ )  =  f ^ ( F ^ )  =  t ^ ,  p a r a  t o d o  x e  t'i^ y
{B (f , 3^ )|xExj es u n a  f a m i l i a  d e  subconjuntos dis juntos dos
dos, existe F2  ^ existe i'-i^ GF^ , no numerable, tal
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que Fg 6 para todo xEF^ • En efecto: En caso contrario, pa­
ra todo F 6 -{F^} y para todo no numerable, existe
XpEM* tal que F ^  . Asi, para todo F € ~{^l}»
M_ = {xtM.lFE 3^ les numerable. Ademas I ) F_ = F, , ya
F I 1 FE/f* -{F.} F 1
^1 ^
que si xEM^ ( ^  -{F^} ) 0 (  -(F^j ) ^ ^ * Como no es nume­
rable se tiene una contradiccion.
Ademas, existe t2E{o,l) y existe ^2 ^  numerable,
tal que f^fFg) = t2 para todo x€ FI2.
Asf, por induccion existen F , F2 » • • » F.^  subcon juntos de X
y subconjuntos no numerables ce X con
F ^ C  . . . C F j^ y existen t^,... ,t^c|o,l} tales que para
todo jE(l,...,nj , Fj€ y f^(Fj) = t^ para todo xEF^.
Se considéra G =|f6B (X ) | f (F^  ^) = tj^ ,. • , , f (F^ ) = t^ j . Para to
do xeF^, se tiene que ^1 » *^ 2 * * * * ’ ^ n I  ^ B(f^, = G. Lo
cual es un absurdo.
Observacion II.2.14
La construccion del ejemplo anterior, proporciona el si­
guiente resultado:
"Dado un cardinal c con c ^ , existe un espacio T^, (X,T)
2^ f
de cardinal 2 y existe una familia discreta , j C^| iCI ; , de 
subconjuntos cerrados no vacios de (X,T) con card(l) = c , tal 
que no existe una familia de abiertos de (X ,T ), |G^|i6l| ,cum- 
pliendo queGj^OGj=j^ para toco i,j Eicon i^jy C^^C G^  ^ para todo iC 11* 
Proposicion II.2.15
Sea {(Xi»T\)}i€l familia de espacios topologicos no
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vacios. Entonces las siguientes afirmaciones son équivalentes:
a ) H  (X.,T.) es un E.E.A.
161  ^ ^
b) Para todo iEl, es un E.E.A y card(l)
Demostracion:
a)==>b)
Para todo 161, X . x {ij6H T.. Por tanto (X.x{i^,2Z T.
 ^ 16 1 1  ^ 16 1 1
, J
X.xii}
es un E.E.A (II.2.5). Ademas, como la inyeccion j.:X.— L_ X.
 ^ " 16I J
definida por x j— = (x^ ,i) es inyectiva, abierta y ce-
rrada de (X.,T.) en ZI (X.,T.) résulta que j. es un homeomor-
161  ^  ^ 1
fismo de (X^ ,Tj^ ) en (X^x(i},H ). Asi pues (X^ ,T^ ) es
161 X . x{i}
un espacio topologico E.E.A para todo 16 1 (II.2.6).
Supongamos que card ( I) > por la observacion anterior, 
existe un espacio normal (X,T) y existe una familia discreta, 
|^C^|i6lj, de subespacios cerrados no vacios de (X,T) , tal que 
no existe una familia de abiertos de (X,T) »{g^| 16lj, cumplien- 
do que G . O G .  = ii para todo i,j6l con i j y C .G G . para todo 
16 I.
Se considéra el cerrado de (X,T), C = y una aplicacion.
16 1
r  (X
i€ I
^,T^),tal que es constante y g (C^ )6 X j^ x •( i}, Vi€ I. po r ( 1/. S. 18 )
de (18) se tiene que g es una aplicacion continua de (C,T|  ^) en
Y  (X.,T.). Como Y  (X.,T.) es un E,E.A, existe un abierto G 
161 1 1 16 1 1 1
en (X,T) con C C G  y existe una aplicacion continua, g, de (G,T| ^ )
en Y (X.,T.) tal que g| = g. Se considéra la familia de abier
i^  I 1 1 IL
tos de (X,T), |a ^^ = (g)  ^(X ^ x {i} ) |i61 j . Se tiene que D^G A^
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para todo 161 y ^ para todo i,j6I con i ^ j. Lo cual
es una contradiccion, Asi, card(l) ^ ^.
b)i=>a)
Sean (X,T) un espacio normal, C un cerrado de (X,T) y g una
aplicacion continua de (C,Tl_) en Y  (X.,T .). Se considéra
IL iti 1
3 = |ie I I g (c ) O  (X^x [i] ) rf. Entonces, por II.2.11 se tiene que
= g ^(Xj^xlil)l i6j| es una familia discreta y numerable de
cerrados de (X,T) • Ademas C = LJ C . . Por 11.2,12, existe una
it 3 1
familia de abiertos de (X,T), | | itlj, tal que C ^ C G ^  para
todo i€3 y G^PlG^ = ^ para todo i,j€I con i ^ j .
Como para todo 16 1, (X^,T^) es un E.E.A., existe A ^ 6 T
con C . C A . C G .  y existe , g., aplicacion continua de (A.,il )1 1 1 "  ' "1' ' 1
en p = g IP  . S e  considéra el abierto 
^i l^i
A. -Si 
1
(x.,T .) tal que g .1 1  1
A = LJ A . y la aplicacion g: A  ► Y  X. definida por a
1 i£I ^
para todo 16 3. Se tiene que g es aplicacion continua,que C C  A y 
que g I_ = g . Asi, Y (X.,T.) es un E.E.A.
IC iti  ^ 1
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^ .3 UN RESULTADO SOBRE PARTICIONES CONTINUAS DE LA UNIDAD
En este parrafo, se obtiene un resultado sobre particiones 
continuas de la unidad a partir del cual se obtiene una nueva 
caracterizacion de los espacios normales.
Definicion II.3.1
Sean (X,T) un espacio topologico y |U^| i6 l| un recubri - 
miento Abierto de (X,T). Se llama contraccion de %  a todo re- 
cubrimiento abierto de (X,T), ^^={v^|i6lj, tal que u^
para todo 16 1.
Definicion II.3.2
Sean (X,T) un espacio topologico y f una aplicacion de X 
en R. Se llama;
a) Soporte abierto de f al conjunto | xtX|f (x ) ^ oj y se 
désigna por Sop^(f).
b) Soporte de f al conjunto Sop^(f) y se désigna por Sop( f) 
Definicion II.3.3
Sea una familia de numéros reales (la co r r esponden-
cia que asigna a cada i€I el elemento x^, es una aplicacion).
Se dice que es sumable, si existe s6R tal que para todo
, existe F^C I ,finito,tal que para todo F=|i^,..,i^j con
F D  F , se verifica que x . + ... + x .  ^ A s se le llama sums
° ^1 ^n
de la familia {x.}.,.. y se escribira s = H  x . .
1 ifcl 16I 1
Proposicion II.3.4
Sean (X ,T ) un espacio topologico y una familia de
aplicaciones de X en R. Entonces se tiene:
-79-
a) Si I Sop ( f  ^) I i€ 11 es puntualmente finita, para todo x e X,
|f^(x)|i€ljes sumable,(Todos los elementos de|f^(x)|iEl|son 
nulos excepto un numéro finito de ellos).
b) Si I Sop (f^ ) I i€Ij es localmente finita y f^ es continua
de (X,T) en (R,T ) para todo it I, la aplicacion U  f . de X en
 ^ it I 1
R, definida por ( Y f.)(x) = Y f (x) es continua.
U l   ^ it 1 ^
Definicion II.3.5(S )
Dado un espacio topologico, (X,T), se llama particion con­
tinua de la unidad en (X,T) a toda familia donde f^ es
una aplicacion de X en R para todo i€I ; tal que: / Y  'Y
1. f e s  una aplicacion continua oe (X,T) en (R,T^),:parà 
todo iti. 1
2. f . (x) ^ o para todo xtX y todo itl. \
 ^ \ \  ' " y
3. Para todo xt x sumable (segun 11,3.3
Y f.(x) = 1. 
i€I
Una particion continua de la unidad, ■ se dice lo­
calmente finita si ^Sop(f^)j^^^ es una familia localmente 
finita.
(Observese que una familia, de subconjuntos de un
espacio topologico, es localmente finita,si y solamente si ^
• D . I" es localmente finita). k J ■* J t  J
observacion II.3.6
Si es una particion continua de la unidad en (X,T),
se verifica que |^op^ (f^  ^ es un recubrimiento abierto de(X,T).
Definicion II.3.7
Sean (X,T) un e s p acio topologico, una familia de
aplicaciones de X en R y j'^^}i(iUna familia de subcon junte s de X.
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Entonces:
a) Se dice que esta subordinada a si
Sop(f^)ClM^ para todo i€I .
b) Se dice que esta debilmente subordinada a
l^iliEI Sop^(f^)CF^ para todo iCI.
L#ma 11.3.8(8 )
Sean (X,T) un espacio topologico y una familia de
aplicaciones de X en R tal que:
1. Para todo x€X, Gs sumable y Y  f e s  una
i€ I
aplicacion continua de (X,T) en (R,T^).
2* Para todo 161, es una aplicacion continua de (X,T) en
(R'Ty).
3. fj^(x) ^ 0 para todo x e X y todo i€ I.
Entonces se tiene:
a) Para todo xsx con Y f.(x) ^ 0, existe, , existe un
iÉl ^
subconjunto finito de I, y existe >  0 taies que para todo 
ytV* y para todo iEI-F^ , f^(y)<£ y supremo | f^(y)|i6F^j = 
supremo |f^(y)1 16I} ^ 2 g para todo y€V*.
b) La aplicacion S=supremo|f  ^:X — *- R es continua
( S(x) = (supremo | f ^ | j )(x ) = supremo|f^(x)|i€Ij ).
Demostracion:
a) Sea x€X tal que Y  f.(x) = rsR*. Entonces existe i 61
i€I 1
f; (x)
tal que f. (x)>Ü. Sea £= o . Por la continuidad de f.
^o 3 ^o
en X, existe , tal que f . (y) ^ 2C para todo y€V*.
o
Teniendo en cuenta que Y  f (x) = r , existe F C  I, finito,
ici 1
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tal que para todo F C I ,  finito , con F^C F se verifica que 
Y f.(x)>r - ^ • Por la continuidad de las aplicaciones f .,
it F 1 1  1
para todo i€I, existe \J^ tal que para todo *
Y f.(y)>r- 'TT • Como Y  f . es continua en x, existe uî tal
iCF^  ^  ^ ici 1
que Y  f.(y)<Cr+ è . Por tanto, para todo itI-F y todo 
i€l  ^ °
y€V? A  , se tiene que f.(y)<€‘.
Sea . Coma para todo i€I-F^ y todo y€V*,
f^(y)<£ y (y) & 2C , se tiene que
o
supremo I f^(y)|i€Fg}= supremo|f^(y)| i€lj ^  2£ para todo y€V*.
b) Si xEX es tal que Y f .(x) ^ 0, la continuidad de S
i€l ^
es consecuencia inmediata de a),
Supongamos que en x6X, Y f.(x) = 0. Entonces, para todo
iE I ^
, por la continuidad de ZI f., existe tal que
i€I ^
Y f (y)E Qo,^ ) para todo ytV*. Como ü  ^ S(y)  ^ Y f.(y) 
iEI  ^ i£l 1
para todo yEX, se tiene que S(y)C Co,<§ ) para todo ytV*, lo
cual prueba la continuidad de S en x»
A continuacion se expone un ejamplo en el cual las aplica­
ciones ZI f. y supremoJf. lit il no son continuas.
i£i 1 1 1  ;
Ejemplo II.3.9
Sean el espacio topologico ( |2o, f| , T Pq g ) y la familia
 ^ , de aplicaciones de [0,l] en R definidas por
n€ISi
f (x) = nx(l-x)^ . Se tiene que:
— 8 Z —
1. Para todo [o, f| sumable y
06 N
, si x£(0,l)
X
0  ^si X = 0 o X = 1
( Por tanto, H  f no es continua). 
n€N ^
2. Para todo n€f\i, es una aplicacion continua de 
G o . l ]  . ) en, (R.TJ.
3. f^(x) è 0, para todo x e [o ,i] y todo ntN.
4. La aplicacion S=supremo (f : ^0 , l] R no es con­
tinua • En efecto:
se tiene que | t j = 0, S(0) = 0, S( t) if ^ (i)= ( X-i)'"
y Lim |(1 - j “ G ^ > 0 ,  por tanto, 5 no es continua en ü.
Proposicion II.3.1Ü
Sean (X,T) un espacio topologico y una familia de
aplicaciones de X en R tal que:
1. para todo iEI, f^ es una aplicacion continua de (X,T)
en (R,Ty).
2. f\(x) ^ 0 para todo x£X y todo iEI .
3. Para todo xfeX,- fi(*)jitl sumable con suma mayor que
cero y ZZ f • es una aplicacion continua de (X,T) en (R,T ).
iti 1 "
Entonces, existe una particion continua de la unidad en (x,T), 
|^i}i6I * cual es localmente finita y esta subordinada a 
|sop^(f.) I iti} .
Demostracion:
Sea S = supremo | f j . Para todo ifl, se considéra la apli-
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cacion hu=maximo | -^Sj donde es la aplicacion constan
te de valor 0. Se verifica que :
I. Para todo iEI, es una aplicacion continua de (X,T) 
en (R,T^), por el Lema 11,3.8.
II. h^(x) ^ 0 para todo iEI y todo xEX.
III. jsop(h^)j^^2 es una familia localmente finita,En efecto
Por el Lema 11.3.8(a), para todo xEX existe, \J^ , entorno 
abierto de x, existe un subconjunto finito de I, y existe
£ > 0  tales que para todo ycV* y para todo iEI-F^, f (y )< £ y
supremojf^(y)|iEFgj = supremo f^(y)|iElj^ 2£ para todo yEU*.
Asi, hu(y) = o para todo yEW* y todo iEI-F^. Por tanto 
Sop(h.)riV* = ^ para todo iEI-F , lo que prueba que Sop(h.)|
I  ^ A e i
es localmente finita.
I V. Para todo if I, Sop (h^ ) C S o p ^  (f^ ). En efecto;
Como Y  f.(y)>0, para todo yEX, se tiene que S ( y ) > 0  
iEI 1
para todo yEX. Por tanto, por la continuidad de S y f^, para 
todo z^Sop^(f^) existe \J^ tal que para todo yEW^,
f\(y) - -I S ( y ) < 0  ( f\(z) - -^S(z) =-is(z)<0 ) . Asi, para todo
yEV^ , hu(y) = 0, lo cual prueba que Sop (h^ )C Sop^ ( f  ^  ) .
V # Por 11.3.4(b), la aplicacion h = Y  h . es una aplicacion
i€I 1
continua de (X,T) en (R,T^). Ademas, para todo xE X (con la nota- 
cion utilizada en 11 , 3. 8), exi ste i^EF^ tal que S(x) = f^ (x)>0.
Asi, (x) = -“f^ (x)>Q, lo cual implies que h(x)>0 para todo
o
XE X.
— 8 4-
para completar la demostracion de la proposicion, basta 
h .
tomar para todo iEI. ( Sop(g^) = Sop(h^) para todo iEI),
Proposicion II.3.11(8 )
Sea (X,T) un espacio topologico. Las siguientes afirmacio­
nes son équivalentes:
a ) (X,I ) es normal.
b) Para todo recubrimiento abierto y localmente finito, 
^=|u^| i€lj , de (X,T) existe una particion continua de la
unidad, subordinada a % .
Proposicion II.3.12
Sea (X,T) un espacio topologico .Las siguientes afirmacio­
nes son équivalentes:
a) (X,T) es normal.
b) Para todo recubrimiento abierto y localmente finito de 
(X,T), I iE ij, existe, j , familia de aplicaciones de
X en R tales que:
1. f^ es una aplicacion continua de (X,T) en (R,T^) para 
todo iEI. .
2. f\(x) ^ 0, para todo xEX y todo iEI.
3. Para todo xEX , es sumable con suma mayor que 0
y ZI f. es una aclicacion continua de fX,T) en (R,T ).
ici  ^ ^
4. Sop^f^Cu^ para todo iEl.
Demostracion:
a ) b)
Es consecuencia de II.3.11.
b)==^a)
Por la proposicion II.3.10, existe una particion continua 
de la unidad en (X,T),jgj^^^^, la cual es localmente finita y
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esta subordinada a |Sop^(f^)|iEI | . Asi, una parti­
cion continua de la unidad subordinada a 2l y por la proposicion
11.3,11, (X,T) es normal,
Observacion 11,3.13
Esta caracterizacion de espacios normales, permite dar una 
nueva demostracion del resultado;
"Todo espacio seudometrizable es normal".
Demostracion:
Sea ^=|u^|i6ljun recubrimiento abierto localmente finito 
de (X,T^) donde d es la seudometrica en X. Entonces, la familia 
de aplicaciones [ü(*, X-U^)j^^j de X en R, definida por 
D ( • , X-U ) (x ) = D(x,X-U^) = infimojd(x,z)|z€X-U^j para cada iEI, 
(si =X , se tcma D(x,^) = 0 para todo x&x), cumple;
1. Para todo iEI, D(*,X-U^) es una aplicacion continua de 
(X,T^) en (R,Ty).
2. D(",X-U^)(x) = D(x,X-U^) ^ 0 para todo i€1 y todo xCX.
3. Sop^ (D (• , X-U^ ) ) = para todo iEI.
4. Como es localmente finita, |Sop (D(• ,X-U^) )j iE I
i€I ^
es localmente finita, Por tanto, por 11.3.4(b), Y  0(",X-U;) 
es una aplicacion continua de (X,T .) en (R,T ).u
Ademas SI D(',X-U.)(x)>0 para todo x6X. 
i€I 1
Luego , por la proposicion II.3.12, (X,T^) es normal.
— 8
^4. SOBRE UNA CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS TOPOLOGICOS 
COLECTIVAMENTE NORMALES
Definicion II.4.1
Un espacio topologico (X,T), se dice colectivamente normal 
si para toda familia discreta de cerrados de (X,T) 
existe una familia de a b i e r t o s , t a l  que F ^ G g ,. para v
todo i€I y G^rjGj = ^ para todo i,j€I con i/j.
Proposicion 11,4.2 ( 1 )
Sea (X,T) un espacio topologico • Las siguientes afirmacio 
nés son équivalentes:
a ) (X,T) es colectivamente normal,
b) Para toda familia discreta de cerrados de (X » T ), | F j
existe una familia discreta de abiertos taies que
E^C ,para todo iEI,
c ) Para toda familia discreta de cerrados de (X » T ), | E j
existe una familia de abiertos, tal que es dis
creta y E^CA^, para todo iEI,
Ejemplo 11.4,3
Sea el espacio topologico (X,T) donde X ={rER| r ^ oj- y 
T = j , x } u ( [ x ) , ( x , »  ) I xex j  . Este espacio es colectiva­
mente normal y pero no es T .
Esto sugiere la siguiente definicion:
Definicion 11,4,4
Un espacio topologico, se dice que es T* si es colectiva­
mente normal y T
1'
Observacion 11,4,5
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El axioma implica el axioma T^, pero en general,el axio
ma no implica el axioma T* , como pone de manifiesto el ejem­
plo de BING (II.2.13).
Proposicion II.4.6
Sean (X,T) un espacio topologico y G un cerraoo de ( x , T ) .  
Entonces:
a) Si (X,T) es colectivamente normal, (C,Tj ^ ) es colectiva
mente normal.
b) Si (X,T) es T* , (C,T| g) es T* .
Definicion 11.4.7
Sea (X,T) un espacio topologico y una familia de
subconjuntos de X. Se dice que j F . r es una familia F  -disL i j  I E  1 or -
creta en (X, T ) si :
1, Para todo i€I, I'u es .
2. Para todo i€ I , lA . Pi ( EJ Fl . ) = ^ .
J
3, Para todo iEI existe jF?r , familia oe cerrados de
I 1 J nEN
(X,T) con F*?C , para todo ntN y Fi. = EJ , tal que oara
 ^  ^  ^ ne N ^
todo nEN,|F^|  ^ es una familia discreta en (X,T).
Observacion 11.4.8
1. Toda familia discreta de cerrados de (X,T) es F^. -dis­
creta y existen families F^  -discretes que no son families 
discretas de cerrrados.
Basta considérer un conjunto no cerrado .
2. Existen families F^  -discretas tales que la familia de 
las adherencias de sus elementos no es discreta.
Basta considérer en (R,T^) los intervalosj[U,l),(l,2]j .
Proposicion II.4.9
- 8 8 -
Sea (X,T) un espacio topologico .Las siguientes afirmaciones 
son équivalentes:
a) (X,T) es colectivamente normal.
b) Para toda familia -discreta existe una
familia de abiertos de (X , T ), |A  ^^ , tal que Fk C  para to­
do iEI y A ^ O A j = ^ , para todo i,j£l con i^j.
Demostracion:
b ) = >  a )
Es consecuencia de la observacion II.4.8. 
a ) = »  b)
Para todo i€I, se tiene que F . C  X - L_J l"i . . Asi, nara ta
 ^ ifj J
do n€l\l y todo iE I existe G? E T tal que F ^ C G ^ C g I C X  - E_J F ■
1 1 1 1 J
( (x,T ) es normal),
Como para todo n€i\l, es una familia discreta de
cerrados de (X,T) y (X,T) es colectivamente normal,por II.4.2(u),
existe familia de abiertos de (X,T) tal que
es una familia discreta en (X,T) y F^'G para todo iti.
Para todo i€I y todo n€N, se considéra el abierto de (X,T)
= G? O  . Se tiene que V? = G^ O  h I D F ?  y p| F . =
para todo j€I “ (i} •
i = - U  ( ) P
3 = 1 i € 1 - i iI ^
Sea u . V .  ^■ para todo iEI y todo nEN.
jtl { | '
Se verifica que:
1. Para cada iEI y cada ntN, U*? es abierto, ya que
jUj (jEI-iilj es una familia discreta de cerrados de (X,T) p a 
ra todo pE(l,2,....,nj .
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2. Para todo I, el abierto = U  U? contiene a ,
n€ N
y a que LJ V? Z) LJ F? = M . y wPp) M . = para todo 
neiM  ^ n€N  ^  ^  ^ ^
y todo p€N •
3, Para todo i,j€l con i^j , se verifica que A^PlA^. = ,
ya que U? P| Uj = para todo n,m€N •
El siguiente corolario generalize la proposicion IÏ.A.6 .
Corolario II.4.10
Sean (X,T) un espacio topologico y M un subconjunto FL
de (X,T ) •Entonces;
a) Si (X,T) es colect i vamente normal, ( M , T | ) es colecti-
vamente normal,
b) Si (X,T) es T* , (M,T| es T* .
Demost r a d o n  ;
a) Sean una f am ilia discreta de cerrados de (h,T| .
Entonces es una familia -discreta en (X,T). En efecto
l.Como M es E. , I'l = I j F con F G  F , y F_ cerrado V ' V.. n n n + 1 nné i\i
para todo n£N • Asi, C. = U  (C.OF ) para todo i€l. Por tanto,
 ^ n€N  ^ ^
es Fç para todo i£I ( F^ es cerrado en F^ y por tanto en
(X,T)).
2. Para todo lÉ I C - H  ( U  C.) = C.Q M n (  U c . )  = ^ jj^i J  ^ j^i J
= c.n( uFl) = c.O( UCj) = i .
jXi j/i
3. Para todo i£ I, I F? = C . O F  [ ,, es una familia de(•1 1 n' né N
cerrados de (X,T) con F? CI F^ ^^  para todo n€ N y C.*- I J f ^
^ ^ n6N ^
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Ademas, Gs discreta en (X,T) para todo ng N. ( "^7 C  F C  F )
Asi, por 11.4.9, existe una familia de abiertos de (X,T), 
i^i^itl* que Aj^  para todo i€I y A ^ O a  ^ = ^ para
todo i,j€I con i^j. Por tanto, para demostrar que (M, T|^ |)
es colectivamente normal, es suficiente considerar la familia 
de abiertos de (M,T|pj) , .
b) Es consecuencia de a) y de que el axioms T^ es heredi- 
tario.
Qbserv/acion 11,4.11
A) La demostracion de la proposicion 11.4,9 prueba que:
“ Un espacio topologico (X,l) es normal si y solamente 
si para toda familia F^. -discreta de (X,T), ,con
card(l) ^ o * verifica que existe una familia de abiertos
de (X,T) , tal que M ^ G C ^  para todo iE 1 y
G  Gj = ^ para todo i,j€I con i ^ j. "
B) La demostracion del corolario II.4,10 prueba que:
a) Si (X,T) es normal y M es un subconjunto de (X,T), 
se verifies que (M,T|^|) es normal.
b) Si (X,T) es y M es un subcon junto F^  de (X,T) , se 
verifies que (M,T|^|) es .
CAPITILQ III
ESPACIOS NUMERABLEMENTE COMPACTUS Y LDCALMENTE NUMERABLEMENTE 
COMPACTOS
^ I. ESPACIOS NUMERABLEMENTE COhPACTOS
En este parrafo se exponen los resultados mas conocidos de 
los espacio8 numerablemente compactas y se generalizan al,gunos 
de ellos.
Definicion III.1.1
Un espacio topologico, (X,T), se dice que es numerablemen 
te compacte si toda sucesion en X tiene un punto de aglomeracion 
en (X,T ).
Proposicion III.1.2
Sea (X,T) un espacio topologico. Las siguientes afirmacio- 
nes son équivalentes:
a) (X,T) es numerablemente compacte.
b) Para toda familia numerable de cerrados de (X,T), ê^= |c^ | n£l\;|
con n  C = ^ ,existe f C n ,  finite, tal que O  C = ^ . 
n€N  ^ n&F
c) Para toda familia numerable de cerrados de (X,T)
^=|c^|néN| tal que para todo FCN, finite, Gi ^ ^ ,se ve-
n£F
ri f ica que O  C ^ i • 
n£N ^
d) Para toda familia numerable de cerrados no vacios de (X,T), 
&-|c^| n£N| , tal oue C^^^CIC^ para todo n€N se verifies que
n?»"" ' ' •
e) Para toda familia numerable de abiertos ce (X,T), 2^=|ü^|n£N|,
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tal que para todo FCN, finito, LJ Li ^ X, se verifies que
n£F ^
LJLI / X.
n6N
f) para toda familia numerable de abiertos de (X,T) ,
2^ = |u^|néN| y tal que LJ ” X , se tiene que existe FCN ,
n&N
finito, con W  U = X.
n£F ^
g) Para todo filtre, t sn X de i a n g o mener o i g u a i. que
, se verifies que A g l ^ ^  ^ ^ .
h) Para todo filtro, ,1^, en X de range menor o igual que
Hq» existe un filtro, , mas fine que tal que L im^ ^  ^ ^ .
i ) Toda sucesion en X tiene una sured convergente en (X,T)
Observacion III.1.3
a) Si (X,ï) es compacte, (X,T) es numerablemente compacte,
b) Si (X,l) es numerablemente compacte y de Lindelof,(X,T) 
es compacto,
<
Proposicion III.1.4 ^
Sea (X,T) un espacio topologico y M un subconjunto de X. 
Entonces, M es numerablemente compacto si y solamente si para 
toda familia numerable de abiertos de (X,T) , ^  = |u^|n€l\i| , tal 
que r&ii ^ n * verifies que existe F C N  ,finito, con
M C l J  .
nêF "
Proposicion III.1.5
Sea (X,l) un espacio topologico numerablemente compacto y 
C un subconjunte cerrado . Entonces, C es numerablemente com­
pacto.
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bservacion III.1.6
Existen ejemplos de subconjuntos numerablemente compactes 
e un espacio topologico T2» que no son cerrados.
Pro osicion III.1.7
Sea (X,T) un espacio topologico cumpliendo el I.A.N. 
Entonces, todo subconjunto numerablemente compacto de (X,T) es 
cerrado en (X , T ).
Proposicion III.1.8
Sea (X,T) un espacio topologico T^ cumpliendo el I.A.N. y 
[K^|i€lj una familia de subconjuntos numerablemente compactos 
de (X,T). Entonces, /G K . es numerablemente compacto.
i€I 1
Proposicion III.1.9
Sea (X,T) un espacio topologico y una familia fini
ta de subconjuntos numerablemente compactos de (X,T). Entonces,
Gj Fl. es numerablemente compacto.
( En general la union de una familia numerable de subconjuntos 
numerablemente compactos, no es numerablemente compacto).
Pro osicion 111.1.10
Sea (X,T) un espacio topologico y M un subconjunto numera­
blemente compacto. Entonces;
a) Si (X,T) es T2 y cumple el I.A.M.,se verifies que Fi es 
numerablemente compacto.
b) Si (X,T) es regular y cumple el I.A.N., se verifies que 
1 es numerablemente compacto.
ropQsicion III.1.11
Sean (X,T), (X*, t ') espacios topologicos, f una aplicacion conci
e (X,T) en (x',t ') y h un subcon junto numerablemente compacto 
e (X,T), Entonces f(M) es numerablemente compacta en (x',T*).
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(Por tanto el axioms numerablemente compacto es una propiedad 
topologies).
Proposicion 111.1.12
Sean (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto, 
(X* ,T') un espacio cumpliendo el 1. A. N. y f una aplicacion 
continua de (X,T) en (x' ,T* ). Entonces, f es una aplicacion ce- 
rrada de (X,T) en (X* ,T').
Corolario 111.1.13
Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto, 
(X*,t') un espacio T ^ cumpliendo el l.A.N. y f:X > x' una apli
cacion biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo ce (X,T) an 
(x' ,T* ) si y solamente si f es una aplicacion continua de (X,T) 
en (X* ,T *)•
Proposicion III.1.14
Sean (X,T), (X* ,l') espacios topologicos y f una aplicacion
propia de (X,T) en (X* ,T* ). Entonces, para todo subconjunto nu­
merablemente compacto, k‘ , de (x' ,T* ) se verifies que f (^k') es 
numerablemente compacto en (X,T).
Proposicion 111.1.15
a) Si es una familia no vacia de espacios to­
pologicos no vacios tal que 1 [ (X.,T.) es numerablemente compac
iE I  ^ ^
to, se verifies que (X^,T^) es numerablemente compacto para to- 
do iE I .
b) Si (X,T) y ( x ' , T * )  son numerablemente compactos y (X,T) 
cumple el I.A.N., se verifies que (X,T ) x (X* ,T ’ ) es numerablemen
te compacto.
c) Si (X,T) es compacte y (X* ,l') es numerablemente com­
pacts, se verifies que (X,T)x(x',t') es numerablemente compacto.
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g ) Si |(X^ , )j es una familia de espacios numerablemen
te compactos que cumplen el I.A.N., se verifies que ] |" (X ,T )
n£N ^ ^
es numerablemente compacto.
Proposicion III.1.16
Sea (X,T) un espacio topologico y R una relacion de equi 
Valencia en X. Entonces, si existe un subconjunto, M , numerable 
mente compacto en (X,T) tal que R [fi] = X ( R [ M] =|x£X| ]y£M 
con (x,y)€Rj), se verifies que (x /R,T/R) es numerablemente 
compacto.(Por tanto,el cociente de un espacio numerablemente 
compacto,es numerablemente compacto),
Proposicion III.1.17
Ses { (x )} ^ ^ j una familia de espacios topologicos no 
vacios. Las siguientes afirmaciones son équivalentes;
a) 21 (x.,T .) es numerablemente compacto. 
i£l' 1 ^
b ) I es un conjunto finito y (X^,T^) es numerablemente 
compacto para todo 16I.
Corolario III.1.18
Sea X* un con junto, | (X ), f ^ ) | i€ l} una familia no
vacia tal que I es finito y f^ es una aplicacion de X^ en x' pa­
ra todo 16I. Entonces, si (X^,T^) es numerablemente compacto 
para todo i€ I y para todo x'é x' existe x^6X^ tal que f^(x^) = x' 
se verifies que (X* ,T "^ ) es un espacio topologico numerable­
mente compacto.
Proposicion III.1.19
Sea (X,T) un espacio topologico T . Las siguientes afirma
clones son équivalentes;
a) (X,T) es numerablemente compacto.
b) Si M C  X es cerrado y Tj^ . es la tupologia discreta, se 
verifies que M es finito.
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c) Todo subconjunto cerrado y numerable de (X,T), es com­
pacto en (X;T).
Proposicion III.1.20
Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto,
T^ y cumpliendo el I.A.N. Entonces, (X,T) es regular. (Existen 
espacios numerablemente compactos y T^ que no son regulares.
Mease Ejem. VI I I.1,112 ne (23). Ma s adelantF,'cn V.2.16, u r iIi 
zanpo las tecnicas ae las numerable compact ificacionns,se cens- 
truira otro ejemplo).
A continuacion se nnneralizan alcunas p raposic icne n t e i c r
La proposicion III.1,7, se puede expresar de la siguient^ 
fo rma :
"Todo espacio topologico T^ cumpliendo el I.A.N. es un 
NKC-espacio".
Teniendo en cuenta los resultados establecidos en el parrafo 
1 del Capitulo II se tiene;
Proposicion III.1.21 (4^  )
Sea (X,T) un US-espacio secuencial.Entonces (X,l) es un 
NKC-espacio.
El siguiente ejemplo prueba la existencia de US-espacios 
que son NKC-espacios y que no son secuenciales.
Ejemplo 111.1.22(1? )
Sea el espacio topologico (X,T) =(Q,T^ g)x(Q/Z,T^j^^^ ).Se 
tiene;
a) (X,T) es T^ y por tanto (X,T) es US-espacio.
b ) (X,T) es C-espacio, por ser numerable.
c) Todo subconjunto numerablemente compacto de (X,T) es 
compacto ( por ser numerable) y por tanto es cerrado.
d) (X,T) no es secuencial.
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Proposicion III.1.23 (comparese con III.1.8)
Sean (X,T) un US-espacio secuencial y | i€ I | una familia
de subconjuntos numerablemente compactos de (X,T). Entonces
G  K . es numerablemente compacto. 
it I 1
Demostracion:
Por la proposicion anterior, es un cerrado en (X,T)
para todo i6I. Por tanto K = G  K. es un cerrado en (X,t ) y asi
iEl ^
K es cerrado en el espacio numerablemente compacto (k . ,T
^o
donde i^€I. Entonces K es numerablemente compacto en'
(K. ,T 
o
_ ) y por tanto en (X,T).
Proposicion 111.1.24 (Comparese con III.l.lU)
Sea (X,T) un espacio topologico y M un subconjunto numera­
blemente compacto. Entonces;
a) Si (X,T) es US-espacio secuencial, se verifies que M 
es numerablemente compacto,
b) Si (X,T) es regular y de Frechet, se verifies que M es 
numerablemente compacto.
Demostracion;
a) Es consecuencia de que M es cerrado.
b) Sea I jne l\l^ M - M . Para cada n6 l\l, existe
tal que ^ {^klkEN * Como M es numerablente compacto. exis
te zEAglT- yG,.-, con z Se verifies que todo entorno de
n II kJk£N n
\J ^ contiene a x * En efecto:n
z z^
Si V ^ x ^ , como (X,l) es regular, existe U tal que
z z z z
z £ U ^ G  u ^ G  ^  • por tanto X - U es un entorno abierto den —
X . Como n - . . converge a x , existe k t Iv tal que w^Dy-'kcN n* G
zn
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para todo k£N con k ^ k, lo cual contradice que z es un puntoo
n
de aglomeracion de jY^jkCN *
Se considéra la sucesion I z V  ^ G  M . Como M es numerable-
[ njnCN
mente compacto, existe z€ MfjAgl^|z^| Sea un entorno
abierto de z en (X,T) y p£lM. Entonces existe n^ ^ p tal que
z €V^. Asi, por lo anterior , x € \J^ y por tanto z€Agl^, jx 1 , 
n^ n^ T I nj n<cN
P p IFi
Proposicion III.1.25 (Comparese con III.1.12)
Sean (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto,
(X* ,T*) un US-espacio secuencial y f una aplicacion continua ce 
( X , T )  en ( x ' , T * )  .Entonces f  es una aplicacion cerrada de (X,T) 
en ( X ' ,T').
Demostracion;
Sea C un subconjunto cerrado en (X,T). Entonces C es nume­
rablemente compacto y por tanto f(C) es numerablemente compacto, 
Asi, por III.1.21 f(C) es cerrado .
Corolario III.1.26 (Comparese con III.1.13)
Sean (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto,
(X*,T*) un US-espacio secuencial y f;X ► x’ una aplicacion
biyectiva. Entonces f es un homeomorfismo de (X,T) en (x',T*) 
si y solamente si f es una aplicacion continua de (X,T) en(X* ,T* ). 
Demostracion;
Es consecuencia de que, en las hipotesis del corolario, 
si f es continua, entonces f es cerrada.
Proposicion III.1.27 (Comparese con III.1.15)
a) Si (X,T) y (x',T*) son espacios topologicos numerable­
mente compactos y (X,T) es subsecuencia1, se verifies que
(X ,T )X (X* ,T* ) es numerablemente compacto.
b) Si I (X^,T ^ ) j es una familia de espacios subsecuencia
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les numerablemente compactos, se verifies que TT (X ,T ) es nu
nCN "
merablemente compactos.
Demostracion:
una sucesion en Xxx'. Por hipotesis
n t iM
a) Sea |(x^,x^ )
existe . Como (X,T) es subsecuencia1,existe
l^'nikéN *otLim^jx^ . Puesto que (x',T*) es nume
k I k'
rablemente compacto, existe x'tAgl^i |x^ jkEf * ^s évidents nue
) GA9lTp{(*n'*nqn6N-
b) Es consecuencia de que todo espacio subsecuencia 1 nijmo
rablemente compacto, es secuencialmente comoacto, y de oue e i 
producto numerable de espacios secuencialmente compactos es un 
espacio secuencialmente compacto.(l^.1.15(c)) .
Proposicion III.1.28 (Comparese con III.1.2G)
Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto
tal que para todo xEX existe una sucesion de entornos cerrados 
* v e i l r r u a n u u  que
né N
de X , J \ J ^ [ , rific do e jx)= G  .'Un espacio tooolo
1 nJnEN» I f ' n -
gico (X,T) que cumple esta ultima condicion se dice que es un 
espacio E^(5 ).C.E.Aull en (4 ) construye un ejemplo de un es
pacio T2 ,en el cual todos los puntos son Cj y no cumplen ej. 
axioma Ej^ ) • Entonces (X,T) cumple el I . A. N. y por tanto es re
Qular (II1.1.20)
Demostracion:
Sean x EX y \ i ^ un entorno abierto de x en (X,T).
Se tiene que jx}= .Se puede suoonnr oue , .
' " '^ +1
Por tanto ^  = |l/^j(G|x - | néf\| es 'in reçu b r i mi en to at'iertu
— lÜU —
y numerable de (X,T) . Asi, X= U^iJ(X-V^ ) U * * - U ( X  - ) .
^1
De esta forma ..Flu* G  , siendo n^ = max| n ^ , n^l ,
o 1 p - H J
lo cual prueba que (X,T) cumple el I.A.N.
Observacion III.1.29
a) El axioma Ej^  implica el axioma T2 ( y por tanto el axio
ma US ).
b) Todo espacio topologico f. y I . A. .  t.-s or, espacio to- 
pologico E^.
Ejemplo II1.1.30
Sea el espacio topologico (X,T) = (R/Z,T^yz). Se tiene i: ue :
a) (X,T) no cumple el I.A.N.
b) (X,T) es Ej^ . En efecto:
z = n  u , bonde = y  [n- ^  . n + .
m&N nCN
Por tanto [z] = O  p (V ) (p es la proyeccion natural de
m£fvj ^
R sobre R/Z ). En los puntos distintos de [z] el result a do es 
trivial ya que (X,l) es T2 y en cada uno de estos puntos exis 
te una base numerable de entornos.
4) 2. ESPACIOS LOCALMENTE NUMERABLEMENTE COMPACTOS
En este parrafo se estudian los espacios localmente nume­
rablemente compactos y algunas generalizaciones de las aplica- 
ciones propias.
Definicion II1.2.1
Sea (X,T) un espacio topologico. Se dice que (X,l) es un 
espacio localmente numerablemente compacto, si para todo x£X, 
existe lT(x), base de entornos de x en (X,T), tal que para ' 
todo ^ ^(x)* (^^fT|^x) es numerablemente compacto.
Ueemos con un ejemplo que no existe, en general, ninguna 
relacion entre los axioma s localmente numerablemente compacto 
y numerablemente compacto.
Ejemplo 111 . 2.2
a) Sea X un conjunto infinito y T la topologia discreta en 
X. Entonces (X,T) es localmente numerablemente compacto y no es 
numerablemente compacto.
b) Sea X= Q U | j  y T = T^ q U{^] • Entonces se tiene que
el espacio topologico (X,T) es numerablemente compacto, ya que 
es compacto, pero no es localmente numerablemente compacto,
c) Todo espacio localmente compacto es localmente numerable 
mente compacto.
d) Existen espacios localmente numerablemente compactos 
que no son localmente compactos; por ejemplo ( Qa,.0 ) , T  ^   ^ )
(l/ease III.2.13)
Proposicion III.2.3
S e a  (X,T) u n  espacio tapologiec regular. Las siguientes 
a f i r m a c i o n e s  s o n  é q u i v a l e n t e s :
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a ) (X,T) es localmente numerablemente compacto.
b) Para todc xèX, existe € j^(x), numerablemente compac
to en (X,T)(J)(x) sistema de entornos de x en (X,T)) .
c) Para todo xtX, existe U*6T tal que es numerablemen 
te compacto.
Demostracion;
a ) = > b )
Es évidente.
b) = > c )
Sea x6X. Por hipotesis, existe numerablemente compacto 
en (X,T). Como (X,T) es regular, existe U*€T tal que U^G V*. 
Asi, por III.1.5 , es numerablemente compacto,
c ) = >  a )
Sea x€X y \J^ un entorno de x . Por hipotesis existe U*CT 
tal que es numerablemente compacto.Como (X,T) es regular,
X X X X X Xexiste U , con U G  ^ G U G U . Como U es un cerrado conte 
nido en numerablemente compacto, es numerablemente compac
to. Por tanto, (X,T) es localmente numerablemente compacto. 
Corolario III.2.4
Todo espacio numerablemente compacto y regular, es local­
mente numerablemente compacto,
Proposicion III.2.5
Sea (X,T) un espacio topologico Ej^ tal que para tooo xEX
X Xexiste V ET verificando que \J es numerablemente compacto. En
tonces (X,T) es localmente numerablemente compacto. 
Demostracion;
Como (X,T) es E^ y este axioma es hereditario, se tiene 
por III.1.28 que (W*,T — ) es r e ci u 1 a r. Por tanto (X,T) es re-
u’'
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gular. Asi, por 111.2,3, (X,T) es localmente numerablemente
compacto•
Corolario 111. 2.6
Sea (X,T) un espacio topologico y numerablemente compac
to, Entonces (X,T) es localmente numerablemente compacto, 
Proposicion III.2.7
Sea (X,T) un espacio secuencial y Ej^  (En particular un es­
pacio Tg y I.A.N. III.1.29) .Las siguientes afirmaciones son 
équivalentes :
a ) (X,T) es localmente numerablemente compacto,
b) Para todo xfeX existe numerablemente compacto.
c ) Para todo xeX existe € T tal que 0^ es numerablemen 
te compacto.
Demostracion;
a)==^b)
Es trivial, 
b ) = ^ c  )
Para todo xtX existe V numerablemente compacto. Por III.l.
29(a), (X,T) es un US-espacio. Asi por III.1.21 es cerrado,
Por tanto, si U*ET es tal que U^C , se verifies que U*CZV*=U*
y por tanto U^ es numerablemente compacto.
c ) = > a )
Es consecuencia de III.2.5.
(Observese que el espacio topologico de III.1.30 es E^ y 
secuencial y no cumple el I.A.N.)
Definicion III.2.8.
Sea (X,T) un espacio topologico y M G X . Se dice que h es
un subconjunto localmente numerablemente compacto de (X,T) si
(M,T|iyi) es un espacio localmente numerablemente compacto.
— 1Ü 4 —
Veamos con un ejemplo que el axioma localmente numerable­
m e n t e  compacto no es una prcpiedad hereditaria.
Ejemplo II1.2.9
(R,Ty) es localmente numerablemente compacto y (Q,T^ p) 
no es localmente numerablemente compacto.
Proposicion III.2.lü
Sea (X,T) un espacio topologico localmente numerablemente 
compacto. Entonces se tiene:
a) Todo GET es localmente numerablemente compacto en (X,T).
b) Todo cerrado,C» es localmente numerablemente compacto 
en (X,T).
Demostracion;
a) Sea x€G y un entorno de x en (G,T|^). Entonces \J^ 
es un entorno de x en (X,T). Como por hipotesis (X,T) es local 
mente numerablemente compacto, existe entorno numerablemen 
te compacto de x, tal que Por tanto (G,T|„) es local
mente numerablemente compacto.
X
b) Sea xéC y U un entorno de x en(C,T| . Entonces exis
te y entorno de x en ( X , T )  tal que \J^ = C G  . Como por 
hipotesis ( X y T )  es localmente numerablemente compacto, existe 
entorno numerablemente compacto de x, tal que U^Cu^. Por 
ütra parte, por III.1.5 U ^ G C  es un entorno numerablemente 
compacto de x en (C,T|^), contenido en \J^  » Por tanto C es local
mente numerablemente compacto.
Proposicion III.2.11
Sea (X,T) un US-espacio secuencial. Entonces la intersec- 
cion finita de subconjuntos localmente numerablemente compac­
tes en (X,T), es localmente- numerablemente compacto en (X,l).
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Demostracion ;
Es suficiente hacer la demostracion en el caso de dos sub 
conjuntos localmente numerablemente compactos.
Sean y My localmente numerablemente compactos en (X,T),
x E M ^ G M y  y u n  e n t o r n o  d e  x  e n  T  Q  ^ ) .  Entonces
existe , entorno de x en (Fy,T|^ ) y existe , entorno de
X en ) tales que \J^  - G  y U* = V ^ G Mi -, H  I' g •
Por hipotesis, por ser (Mi.,TK ) localmente numerablemen
1 III.
te compacto para i=l,2 , existen , entorno numerablemente 
compacto de x en ( ^' y * ^  | ) Y by, entorno numerablemente compac
to de X  en (M2*T|^ )  tales que C  y G  .  Como (X,T)
es US-espacio secuencial, se tiene que LJ^Gb^ es numerablemen 
te compacto(111.1.23) . Ademas,
u * o  u* = (u^nfqni'ij) n  )
implica que U ^ O  es un entorno de x, en (Mlj^GFy, )
contenido en Por tanto, (FyG^y, T p  ) es localmente
numerablemente compacto.
Proposicion III.2.12
Sea (X,T) un US-espacio secuencial. Entonces se tiene:
a) Si Mi G  X es localmente numerablemente compacto en (X,T), 
se verifies que Ml es interseccion de un abierto y un cerrado de 
(X,T).
b) Si (X,T) es localmente numerablemente compacto y m G X 
es interseccion de un abierto y un cerrado de (X,T), se verifi 
ca que M es localmente numerablemente compacto.
“ lü 6-
Demoe tracion;
A) Sea C = Ft y G = MLJ(X - F) . Como M = GPlC , es sufi­
ciente demostrar que G es abierto en (X,T) .
Sea xGG* Si x€ X-M , x es un punto interior de. G.
Si xEM, como Mi es localmente numerablemente compacto, por
hipotesis, existe U*, entorno de x en (X,T) tal que U^G ti ir \j^ 
es numerablemente compacto. Como (X,T) es un US-espacio secuen
cial, por III.1.21 se tiene que \J^ es cerrado en (X,T).
Sea AfcT tal que x6ACU^. Veamos que A G  G.
Si z6A y z^MI, se tiene que z ^  . Asi = A G (X - )
es un entorno abierto de z en (X,T). Se verifies que
V^G M = A G  (X-U^)G M G U ^  G  (X- \J^ ) G  M = V ^ G  (x - u* ) = 0.
Luego z ^  F y por tanto z€.X - F . Asi, todcs los puntos de G 
son interlores a G.
b)Es consecuencia de las proposiciones III.2.lü y III.2.11.
El siguiente ejemplo pone de manifiesto, que la condicion 
secuencial impuesta al espacio (x,T),en el apartado (a) de la 
proposicion anterior, es esencial.
Ejemplo II1.2.13
Sea (c, é ) un conjunto bien ordenado,no numerable y con 
ultimo elemento b. Sea a el primer elemento de C (El cual exis­
te por ser (C, G ) un conjunto bien ordenado).
Se considéra Ml = j x€ C | [a,x) no es numerable | . El con- 
junto Ml no es vacio ya que bç Mi . Sea JQ. el primer elemento de 
Ml. Se considéra el espacio topologico ([a,0],T), donde T es 
la topologia del orden, es decir, la topologia que tiene por 
base, [a, X ) I x6 [ a , Q  ]| [J j (x, y ) | x < y ,  x,ye [a,H]JiJ
U | ( x , n j | x € C a , n i |  .
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Ueamos que ( [ a , j Q ] , T )  es c o m p a c t o  y T 2 *
l.Sean x,y6 [a,0 3  con  x^y . S u p o n g a m o s  que x <  y . En el
caso de que exista t € ( x, y) , se tiene que \J^  =[a,t) y
= ( t , 0 3  son e n t o r n o s  d i s j u n t o s  de x e y r e s p e c t i v a m e n t e .
En el caso de que (x,y) - ^ , se tiene que V* = [a,y) y 1/^= (x , 0 3
son e n t o r n o s  d i s j u n t o s  de x e y r e s p e c t i v a m e n t e .  Asi,
( [ a , 0  3,T) es Tg.
2. Sea Uy|i£l} un r e c u b r i m i e n t o  ab i e r t o  de ( [ a , 0 ] , T )
Se c o n s i d é r a  el con ju nt o A =| x G [ a , 0 ] |  existe I ,
finito, con [ a ,x ] G  U .i . Es év i d e n t e  que aeA y A es un
ie (ÿ
intervalo, Como ( [ a , G j ,  ^ ) es un con junto bien o r d e n a d o  y 
A esta a c o t a d o  s u p e r i o r m e n t e , se tiene que ex iste c= s u p r e m o (A).
Es é v i d e n t e  que a < c  .
S u p o n g a m o s  que c <  X L  • Como ^  es un r e c u b r i m i e n t o  de
[ a , Q 3  , e x i s t e  i^El tal que c6U. . Por tanto, existen
o
x , y 6  ( a , Q  ) con x < y  , c 6 ( x , y ) G U ^  . Asi,
o
[ 3  * y3 G  ( U ^ ) U u ^ ^ U   ^ (donde y£  ), lo cual contr a
dice que c es el su premo de A ( c <  y , y E A) . Luego, c =X1 .
Por un r a z o n a m i e n t o  a n a l o g o  al anterior, se prueba que
jCG € a •
Asi pues, ( C a , C l J , T ) es .
El espacio ( [a ),T
to ;
) no es de Lindelof. En efec
Ca,n)
Se considéra el recubrimiento abierto ^ % = j [ a , y )  y E ( a , X Ï ) j  
( %  es un recubrimiento de [a , X 1 ), ya que para todo y £ ( a , X l ) ,  
xiste y*E (a ,X1 ) con y c  y' e ( y ,y*) = ^ ). Si el espacio
— Iû8 —
fuese de Lindelof, existiria un recubrimiento numerable
= {[a,yn)| nCNj de % .  Asi, [ a , Q  ) = [a,y ) y como para 
 ^ nEN
todo nEN [a,y^) es numerable, se tendra que [.a,G) es nume­
rable, lü cual contradice la definicion de XL .
( Ca,0],T) es T^,teniendo en cuenta el siguiente resulted 
^'Se# (X,T) un espacio topologico, donde X es un con junto 
totalmente ordenado y T la topologia del orden* Entonces (X,T) 
es completamente normal".
Como ( C a , 0 ) , T  ) no es de Lindelof ,se tie
L a , Q )
ne que ( [a,Q ),T ) no es compacto.
CayQ)
V eam os que ([a,0.)»T ) es n u m e r a b l e m e n t e  compacto.
[ a , n )
Sean { ^ n l n E N  su c e s i o n  de [a,XI) y M = | x t [ a , r i )  | exis
te P C N ,  i n f i n i t o  , con x^E [a,x] para todo nEpj . Se tiene
que M no es vacio. En efecto; Como [a,x^] es n u m e r a b l e  para to
do n€N y [ a ,(!_ ) no es numera bl e, e x iste xE[a,Xl) tal que
x^ ^ X, para todo n€N , Asi , xEM.
Sea X el p r i m e r  e l e m e n t o  de Ml. Se v e r if ic a que x es pun 
o o —
to de a g l o m e r a c i o n  de Ix [ en ( [a,Xl),T ). Asi este
I ni n€N [ a , 0 )
e sp acio es n u m e r a b l e m e n t e  compacto.
Como el p r i m e r  el e m e n t o  de Ml es x^, ex is te P C n  inf in ito 
tal que x^6[a, x^ J para todo nEP . Por tanto, ex iste una sub
su ce si on de (x^jnEN cuya image n e s t X  c o n t e n i d a  en La,x^].
Por otra parte, para todo x6[a,x^) se tiene que | n E N | x ^ L [ a ,x] 
es finito. Asi la s u b s u c e s i o n  ant e r i o r  co n v e r g e  a x .( De he-
ho hemos probado que ( [a,0.)T ) es secuencialmente
l a .Cl)
ompacto).
Se considéra el espacio topologico (X,T) = ( [a,XQ,T)'^
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Entonces (X* ,T* ) = ( [a,CL ),T N IMj es un subespacio de
[ a:,CL )
(X,T) n u m e r a b l e m e n t e  c o m p a c t o  (Uease la d e m o s t r a c i o n  de 
111.1.2 7( b) ).
Sin embargo, x' no es i n t e r s e c c i o n  de un abiert o y un ce
Cerrado de (X,T) ya que en caso contrario esto implicaria que 
X ' séria abierto en (X,T) lo cual es falso.
O b s e r v e s e  que (X,T) es un US-espacio por ser 1 ^ , luego 
(X,T) no es secuencial.
Veamos con un ejem plo  que, en general, la imagen por una 
a p l i c a c i o n  c o n t i n u a  de un e s p a c i o  l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  
compacto, no es l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  compacto.
Ej em pl o III.2.14
Sean Q el c o n junto de los n u m é r o s  rac ion al es, T la topo-
gia d i s c r e t a  en Q y t '= . Entonces:
(Q,T) es l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  com pacto, 1^, la a p l i ­
cacion i d e n t i d a d  en Q es una a p l i c a c i o n  c o n t i n u a  de (Q,T) en
(Q,t ') y (Q,T*) no es l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  compacto. 
P r o p o s i c i o n  III.2.15
Sea (X,T) un espac io t o p o l o g i c o .l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  
co mpacto, (X* ,T* ) un e s p acio t o p o l o g i c o  y f una a p l i cacion 
con tinua, a b i e r t a  y s u p r a y e c t i v a  de (X,T) en (x ’ ,t '). Entonce s 
(X*,T*) es l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  com pacta. ( La nu m e r a b l e  
c o m p a c i d a d  local es una p r o p i e d a d  top olog ica).
D e m o s t r a c i o n  ;
Sea X* 6 X* y \J^  un e n t o r n o  de x' en (x‘ , T ' ). Como f es
s u p r a y e c t i v a  y con tinua, e x i s t e n  xEX y \J^  taies que f(x) = x*
X —  x' ,
y f (V )L_ V . Como por h i p o t e s i s  (X,T) es localmente numerable
-llü-
mente compacto, existe numerablemente compacto con .
Como f es continua y abierta, por III.1.11 f(u*) es un entorno 
numerablemente compacto de x’ contenido en . Asi pues (X* , T) 
es localmente numerablemente compacto.
Definicion 111.2.16(25)
Sean (X,T) #(x ',t ') espacios topologicos y f: X > x' una
aplicadion. Se dice que f es numerablemente propia si:
1. f es una aplicacion continua de (X,T) en (x' , T ’ ) .
2. f es una aplicacion cerrada de (X,T) en (x ',t')«
3# Para todo x*eX* , f~^(x') es numerablemémte compacto 
en (X,T).
Proposicion III.2.17
Sean (X,T), (X* ,t ' ) espacios topologicos y f:X — > X* una
aplicacion. Entonces se tiene:
I) Si f es una aplicacion propia de (X,T) en (X* ,t’), f 
es una aplicacion numerablemente propia de (X,T) en (x',ï').
II) Si f es una aplicacion numerablemente propia de (X,T) 
en (X* >T*), f en general, no es una aplicacion propia de 
(X,T) en (X* ,t ' ).
Demostracion ;
I) Es consecuencia de a) y b) de II1.4.42 de (18), y de 
que todo subconjunto compacto es numerablemente compacto.
II) Veamos un ejemplo.
Se consideran el espacio topologico numerablemente compac
to ( [ a , Q  ) ,T ) introducido en III.2.13, el espacio topo
[ a , Q )
logico (X*,T') donde x'=jy}( X* consta de un solo elemento) y 
f : [a,ri)-— >-X* definida por f(x) = y, para todo xé[a,fl).
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Es évidente que f es numerablemente propia, sin embargo 
f no es propia ya que f ^(y), con y£X* ,es [a,0.) el cual no 
es compacte,
Proposicion III.2.18
Sean (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto,
(X',T') un US-espacio secuencial y f;X >-X*una aplicacion con
tinua de (X,T) en (x',T*). Entonces f es numerablemente propi; 
Demostracion;
1. f es continua por hipotesis.
2. f es una aplicacion cerrada por III.1.25.
3. Para todo x'e X* , f ^(x* ) es un subconjunto cerrado de 
(X,T) y por III.1.5 , f ^(x*) es numerablemente compacto ( 
US-espacio,implica T^).
Asi pues queda probado que f es numerablemente propia.
Proposicion III.2.19
Sean (X,T) un espacio topologico, (X*,T*) un espacio topo
logico numerablemente compacto y f:X »x'una aplicacion nume
rablemente propia de ( X , T )  sobre ( x ' , T ' ) .  Entonces ( X , T )  es nu
merablemente compacto.
Demostracion;
Sea ^  = i^nlnEN recubrimiento abierto de ( X , T )  . Se
considéra la familia %  = j X*- f(X - U .) I n € N } . Veamos
I i=i 1
que %  es un recubrimiento abierto de (x* ,T* ). En efecto:
n
a) Para todo n€N, X -f(X - LJ U.)£ T* por ser U. abierto
i = l  ^ ^
y f una aplicacion cerrada.
n
b) yj (x* - f ( x - LJ u.)) =X* . En efecto:
né N i = 1 ^
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l/eamos que para todo x EX résulta que
X E L J (  X - f (x - U  ü.) ) 
nEIM i = l
Para todo x*€ X , existe xEX, cumpliendo que xEf ^(x' )
Como f ^(x* ) es numerablemente compacto, existe n EN ta 1 que
^o n^
(x' ) C  U  U . . Por tanto, x*6 X - f(X - O  ^.). 
i=l  ^ i=l ^
Por ser 2/ un recubrimiento abierto de (X*, T*) V (X*,T*)
numerablemente compacto, existen n^,.*,npEN taies que
^1 *^ p
x' = ( x ' - f { X  - U U.) ) U  ... U ( x ’ -f(X - U U.) ). Asi pi
i=l " i=l
1 n "p
X = (X - F " ^ f ( X  - U  U. ) ) U  ---  ü ( x  - f- f(x - U  U . ) ) C
1=1  ^ i=l ^
^1
G  ( G J u .)LJ .... U (  yj U . ) . Esto pone de manifiesto que 
i=l  ^ i=l 1
(X,T) es numerablemente compacto.
Proposicion III.2.20
Sean (X,T), (X*,T') espacios topologicos, f : X X ’ una
aplicacion numerablemente propia de (X,T) en ( x ', T * )  y m’C  X*
Entonces f :f  ► M* es una aplicacion numerablemen
f*l(|V,' )
-1/.Jte propia de (f (M ),T 
Demostracion:
1. f I, es continua por ser f :X ► X continua de
f-l(M')
(X.T) en (x‘ ,t' ). 
2. f , es cerrada por ser f : X »X*cerrada de (X,T)
f“ (Mi‘)
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3. Como para todo x6 Mi', (f _ ^  ^ )"^(x*) = f~^(x') y
- 1  / I
f"^ (n*)
f "^(x') es numerablemente compacto por ser f numerablemente
propia, se tiene que f , es numerablemente propia de
f-l(M')
(f"l(M'),T ) en (m" ,T I i ).
f (M') I "
Proposicion III.2.21
Sean (X,T), ( x ‘ , T * )  espacios topologicos, f:X— > x'  una
aplicacion numerablemente propia de (X,T) en (X*,T*) y K* un
subconjunto numerablemente compacto de (X* ,T*). Entonces
f ^(K*) es numerablemente compacto en (X,T).
Demostracion:
, es una aplicacion numerablemente
f-l(K')
Por III.2.20, f 
propia de (f~^(K'), T , ) en (k ’, T L i ) y por III.2.19,
como (K* ,T I ) es numerablemente compacto y
fI , :f ^(K* )— ^  K* es numerablemente propia y sobreyec-
Ir" (K')
tiva, résulta que (f (K*), T , ) es numerablemente compac
(K* )
to.
Proposicion III.2.22
Sean (X,T), (x',T*), (X ",T ") espacios topologicos, f:X— ► X* 
una aplicacion numerablemente propia de (X,T) en (x',T*) y 
g : X— ► X" una aplicacion numerablemente propia de (X*,T*) en 
( X " , T " ). Entonces gof; X-— X" es una aplicacion numerablemen 
te propia de (X,T) en (X",T").
Demostracion;
1. gof es una aplicacion continua de (X,T) en (X",T ") 
por ser composicion de aplicaciones continuas.
2. gof es una aplicacion cerrada de (X,T) en (X’',T") 
por ser composicion de aplicaciones cerradas.
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3. Para todo x"6 X" , por ser g numerablemente propia,de 
(xV t * ) en (X‘*,T") se tiene que Q~^(x’‘) es numerablemente corn- 
pacto en (X ,T ) y por III.2.21, f~^(g ^(x"))= (g*F) ^ (x") es 
numerablemente compacto en (X,T). A si gof es numerablemente 
propia de (X,T) en (X’*,T").
Proposicion III.2.23
Sean (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto, 
(X*,T*) un espacio topologico y F :X »x'una aplicacion con­
tinua y cerrada de (X,T) en (x ‘ ,T’). Entonces F es una aplica­
cion numerablemente propia de (X,T) en (X',T').
Demostracion;
Basta demostrar que para todo x'€ X*, F ^(x‘) es un subcon
junto numerablemente compacto de (X,T).
Como para todo x’éX* , {x'} es un cerrado en (X* ,T* ), se
tiene que F ^(x*) es un cerrado en (X,T) .Teniendo en cuen- 
ta III.1.5, résulta que F ^(x*) es numerablemente compacte. Por 
tanto F es numerablemente propia.
Proposicion 111,2.24
Sean (X,T), (X*,T*) espacios topologicos, F:X— —►x'una 
aplicacion y (X*,T’) espacio secuencial. Entonces las siguien 
tes aFirmaciones son équivalentes:
a) F es una aplicacion numerablemente propia de (X,T) en
(X',T').
b) f es una aplicacion continua de (X,T) en (x ',T') y si
S=|x es una sucesiôn en X y x'eAgl^if»S existe
xÉ f"^(x' )rifl9ljS .
c) F es una aplicacion continua de (X,T) en (X',T') y si
S=|Xn|n£|^ es una sucesion en X y x*€Lim^,F«S, existe
x€F ^(x‘ )nAgl^S. (La condicion de que (x‘ »T*) es secuencial
solo se utiliza en las implicaciones c) a a) o de b) a a) ).
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üemostraciün:
a) = > b )
Sea sucesion en X y x%EAgly, F^S o sea
x'e Agl-j-. • Como F es una aplicacion continua y cerra
da de (X,T) en (X‘ ,T*) , F(B^) = F(B^) para toda seccion, * 
de la sucesion S = [x^lnGN
Teniendo en cuenta que x'cAgly, se tiene que
x'éF(B^) para toda seccion B^ de Luego
C = [ f"^(x * ) O b ^ I B^ es una seccion de S =
Familia numerable de cerrados no vacios en (F~^(x*),T
es una
veriFlcando que para todo ] b ,...,B K  subconjunto Finito del
l ^1 "pJ
conjunto numerable de las secciones , ^B^, ...,B^,...j ,
O  ( ^ ^(x* ) A s  ) ^ ^ . En eFecto:
j = l____________________________________________________________
P P P
n (f"^ (x')riB-) = )ri( O b )Df‘^ (x')n O b yi
j=i j j=i j j=i j
p
ya que O b es una seccion de S = \x r y por tanto 
j— inJnfcN
~p p
x'er( PlB ) = f( O b „ ).
j=l "j j=l "j
Asf par 111.1.2(c), puesto que (f (x'),T , ) es nu-
F"l(x')
merablemente compacto, se tiene que O  (F ^(x')A B ) ^ ^
n€N "
y por tanto existe x £ f “^(x')n( Q  5 \ -f'^fxMnflol s
b ) = ^ c ) :  ES trivial. ( x ) n A g l ,  S.
c ) = ^  a )
1, F es ,por hipotesis, una aplicacion continua de (X,T) 
en (x ’ , T ' ).
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2. Veamos que para todo x'c X* , f (x*) es numerablemente 
compacto. Sea S = ^sto implica que
n€N" ' * Entonces por
las condiciones de b), existe x 6 f ( x ' )0Agl^S ,lo que impli
ca que Agl^S ^ ^ . Asi f ^(x*) es numerablemente compacto.
3. Veamos que f es una aplicacion cerrada de (X,T ) en 
(x ',T‘) ,siendo ( X \ T ') un espacio secuencial.
Sea C un cerrado en (X,T) • Veamos que f(C) es tambien un 
cerrado an (X*,T‘). Sea [x^} f (C ) tal que x'€Lim|x^j^^^.
Para cada n(N sea x^€C tal que F(x^) =x^. Se tiene que, 
s = {’‘nlnÊN^'-* I - ^  ^ ’' n néN tiene que
x*6Agly,foS ; a si por la hipotesis b), existe xéf  ^(x* )0 Agl.j.S
y como C es cerrado, AglySCZc. A si pues x*= f(x)£ f(C). Luego
como (X* ,T‘) es secuencial, f(C) es cerrado y por consiguiente 
f es numerablemente propia.
Veamos con un ejemplo que la condicion de que (x',T*) sea 
un espacio topologico secuencial es esencial en la proposicion 
anterior (apartado: c ) = >  a ) ).
Ejemplo III.2.25
See ( [ a , n ),T ) el espacio topologico del ejemplo III.2.13 
el cual es numerablemente compacto, (K,T^^) el espacio topolo­
gico tal que es la topologia sobre R de los complementos
numerables, que no es un espacio secuencial y (X,Tp ) =
( : a,a),T)x(R,Tj.j^).
Se considéra la aplicacion p^: _a,0.)xR ^ R , definida
por P2 [(Xfy)J = y para todo (x,y)€ [a,il)xR, que evidentemente 
es continua de ( C a ,ri), T ) x ( R, ) en
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Sean S =j(a^,x^)j^^^ una sucesion en [a»0.)xR y
X (c Lim p o S  = Lim^ j x } . Entonces se tiene que
'CN CN " "
p“  ^(x) = [ a , Q ) x  {xj .
Como (s^JnEN una sucesion en C a ) y ([ a,0.),T) es
numerablemente compacto, existe una subsucesion |a^ |k^ f\i
la } ... tal que converge a q en ( [ a ,Q. ), T ).
t n In&N .......
Puesto que (q,x)( Lim |(a ,x )1 , résulta que
'p k "k J k(N
(q,x)e P2^(x)nAgl^S .
Por todo lo anterior, observâmes que se satisfacen las 
condiciones del apartado (c) de la proposicion II 1.2.24. Sin 
embargo, vamos a probar que p2 no es numerablemente propia. 
(Con ello habra quedado puesto de manifiesto que la condicion 
de que (X*,T*) sea secuencial es esencial).
Basta probar que P2 no es una aplicacion cerrada de 
( [ a,n),T)x(R,T^I^) en
Sea<p:[a,iri}— R una aplicacion biyectiva y 
M ={(x,<|)(x)} I x€(a,il.)|ci La,0.)xR . Veamos que M es un sub- 
con junto cerrado de ( [ a,iTl),T) x y que P2CM) es un
abierto (no cerrado) en •
Vamos a demostrar que M es cerrado probando que el com- 
plementario es abierto.
Sea ( X , y )^ M lo que implica y ^ Cj)(x). Se considéra el 
elemento x + 1, siguiente al x,enLa,i^). Vamos a distinguir dos 
casos:
I) Que no exista £ (a,x + l) tal que (^(z^ ) = y.
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na y + i
Se considéra el conjunto G=(a,x+l) x (R-p^j(2,^(2))| 
zC(a,x + l)j ). Veamos qua G es un abierto de ([ a,n),T)x(R,T^^)
tal que (x,y)éG y G A  M = ^ . En efecto:
(a,x + l) es un abierto en ( [ a , n ) , T ) .  Como x + Kifl y O. es el 
primer elemento tal que L a,0.) es no numerable, se tiene que 
(a,x + l) es numerable, por tanto P2|(z,^(z)) | z6(a,x+l)j es 
numerable y por consiguiente R - P2 { (z,'f(z ) ) | z((a,x + l)j es 
un abierto de Asi pues G es un abierto en
( ra,0.),T) X . Evidentemente (x,y)€G y G A  M = ^ .
II) Que exista z^è(a,x + l) tal que = Y
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p { (z , lf)(z ) ) I zé (a , x + 1 ) y z^zSea A Entonces, nor
razones analogas a las del caso l), (^,x + l) x (R -A) =
es un entorno abierto del punto (x,y) que contiens al punto
(z„,f(z„))e fi.
Como [a,il) X R “ | ( >'f ( ^ 0 ) )| GS tambien on entorno Oe
(x,y) que no contiens al punto (z^,<|)(z^)) y abierto, résulta
que = v(**y)r^(x - {(z^,^(z^))} ) es un entorno abierto de •
(x,y) tal que G ^ Q M  = 0 .
Por tanto M es un subconjunto cerrado de ( L a ,11),T)x(R,T )
L'!\l
Que p2 (M ) es un abierto no cerrado de (R,T^j^) es conse- 
cuencia de que ( (a ) )(Z R estr ictamen te y de que si p€ R es 
tal que ^(a) = p , p ^ ( K, ) = R -p, que es evidentemente un abier
to en TCN"
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Definicion III.2.26 (27 y33 )
Sean (X,T), (x',T') espacios topologicos y f;X- X* una
aplicacion .Se dice que f es una aplicacion cuasi-numerablemen 
te propia de (X,T) en (x ',T‘) si;
1. f es una aplicacion continua de (X,T) en (x',T'),
2. Para todo k'Cx * subconjunto numerablemente compacto de 
(X* ,T ') f ^(K* ) es un subconjunto numerablemente compacto de
( X f T ).
Proposicion III.2.27
Sean (X,T), (X*,T*) espacios topologicos y f;X ► X*una
aplicacion numerablemente propia de (X,T) en (x',T*) .Entonces 
f es una aplicacion cuasi-numerablemente propia de (X,T) en 
(X',T').
Demostracion;
1. Como f es numerablemente propia, f es una aplicacion 
continua de (X,T) en (x',T*).
2, Como f es numerablemente propia, por III.2,21, para to 
do K* suconjunto numerablemente compacto de (x',l') se tiene 
que f ^(K*) es numerablemente compacto en (X,T). Asi pues, f 
as cuasi-numerablemente propia,
Proposicion 111.2.28
Sean (X,T) un espacio topologico, (x',T') un espacio to­
pologico localmente numerablemente compacto y f;X » X' una
aplicacion.Entonces:
a) Si (X,T) es regular y f es una aplicacion cuasi-numera 
blemente propia de (X,T) en (x',T*), se tiene que (X,T) es un 
espacio localmente numerablemente compacto.
b) Si (X*,T‘) es un NKC-espacio (En particular un US-espa 
cio secuencial), f es una aplicacion numerablemente propia de
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(X,T) en (x* ,T* ) si y solamente si f es una aplicacion cuasi- 
numerablemenbe propia de (X,T) en (X* ,T ').
Demostracion;
a) Para todo xGX, como (x',T*) es localmente numerablemen
f (x )te compacto, existe V ' ' entorno numerablemente compacto de 
f(x) en (x',T*) .Asi, por ser f cuasi-numerablemente propia,
f ^ e s  un entorno numerablemente compacto de x en (X,T) 
y por tanto, (X,T) es localmente numerablemente compacto, por 
III.2.3.
b) Si f es una aplicacion numerablemente propia de (X,T)
en (x',T*), por la proposicion anterior, f es cuasi-numerable 
mente propia^ de (X,T) en (x‘,T').
Reciprocamente; Sea f cuasi-numerablemente propia de (X,T) 
en (x’ , T ‘). Como (x’,T*) es localmente numerablemente compacto, 
para todo x*6 x' existe entorno numerablemente compacto de
X* en (X*,T*). Como f es cuasi-numerablemente propia, )
es numerablemente compacte. Puesto que 
f -1 ,..x' \ . ,,x'1 I :f (V )  V es una aplicacion continua
)
del espacio numerablemente compacto ), T| . , ) en
( ,T‘ , ) se tiene que fi , i es cerrada de
( f (W ),T , ) en ( *  )• por la definicion de
NKC-espacio (o III.1.21)
Asi, por V.5.22 de (1 8), f es una aplicacion numerablemen 
te propia de (X,T) en (X*,T*) ya que f es cerrada.
Definicion 111.2,27
Sean (X,T), (X* ,T ' ) espacios topologicos y f:X una
aplicacion. Se dice que f es una aplicacion F-cuasi-numerable
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mente propia de (X,T) en (X ,T* ) si :
1, f es una aplicacion continua de (X,T) en (x',T*),
2. Para todo k CX* subconjunto cerrado y numerablemente 
compacto de (x‘ ,T* ) , f ^(K* ) es un subconjunto numerablemente 
compacto de (X,T).
ProposicionIII.2.3D
Sean (X,T), (x‘ ,T* ) espacios topologicos y f:X— x' una
aplicacion . Entonces se tiene:
Si f es cuasi-numerablemente propia, f es P-cuasi-numera- 
blemente propia.
Proposicion III.2.31
Sean (X,T) un espacio topologico, (x',T*) un NKC-espacio 
y f una aplicacion de X en x’ . Las siguientes afirmaciones 
son équivalentes:
a) f es una aplicacion cuasi-numerablemente propia de (X,T) 
en (X’ , T ' ).
b) f es una aplicacion P-cuasi-numerablemente propia de 
(X,T) en (X' ,T' ).
Demostracion:
Es consecuencia de la proposicion anterior y de la défini 
cion de NKC-espacio.
Corolario II1.2.32
Sean (X,T) un espacio topologico , (X* ,T* ) un US-espacio
secuencial y f una aplicacion de X en X* . Las siguientes afir 
maciones son équivalentes:
a) f es una aplicacion cuasi-numerablemente propia oe (X,T) 
en (X*,T' ).
b) f es una aplicacion F-cuasi-numerablemente propia de 
(X.T) en (x' ,t ‘ )•
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Demostracion;
Es consecuencia de la proposicion anterior y de III.1.21. 
Corolario III.2.33
Sean (X,T) un espacio topologico, (X*,T*) un NKC-espacio 
(en particular un US-espacio secuencial), localmente numera­
blemente compacto y f:X x' una aplicacion. Las siguientes
afirmaciones son équivalantes:
a ) f es numerablemente propia de (X,T) en (X’ ,T' ).
b ) f es cuasi-numerablemente propia de (X,T) en (X*,T* ).
c ) f es F-cuasi-numerablemente propia de (X,T) en (X* , T’ ). 
Demostracion;
-Es consecuencia de III.2.28 y III.2.31.
■T
Proposicion II1.2.34
Sean (X,T), (X* ,T* ) espacios topologicos, (X,T) numerable
mente compacto y f:(X,T)---»(X* ,T ') aplicacion continua. Enton
ces f es F-cuasi-numerablemente propia,
Demostracion:
Es consecuencia de que todo subconjunto cerrado en un es­
pacio topologico numerablemente compacto es numerablemente corn 
pacto (II1.1.5).
Definicion III.2.35
Se?n(X,T), (X*,T*) espacios topologicos y f una aplicacion 
continua de (X,T) en (X*,T'). Se dice que:
a) f es una aplicacion cuasi-propia si para cada K' compac 
to en (X*;T*), se verificaque f” ^(K') es compacto en (X,T).
b) f es una aplicacion F-cuasi-propia si para cada K* corn 
pacto y cerrado en (x',T'), se ver if ica que f ^(K*) es compac
to en (x , T ) .
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Ubservacion III.2.36
a) Toda aplicacion propia es cuasi-propia.( III.4.58 ce(l8))
b) Toda aplicacion cuasi-propia es F-cuasi-propia.
Proposicion III.2.37
Sean (X,T), (x ',T’) espacios topologicos con (X‘ , T') sub-
secuencial y f una aolicacion cuasi-propia de (X,T) en (X' ,T ').
Entonces f es cuasi-nunerablerrente propia,
IJemost racion :
Sean K'(% X* con K* numerablemente compacto en (x',T') y
* Entonces ■ f ( )j ,^,C k' y por tanto existe
x^^EK'QAgly, ' Como (x',T*) es sub secuencial, existe
subsucesio'n de tal que ( ^ ( * 0  j k g N
qe a x^ en (x ’,t '). Entonces jxgj^j(f(x^ )
' k y
(*"k
, es un ccmp.ri: -
k t P
to en 'x',t’). A s i , - o - hipotesis f“ ^( ^jkCr,) =
es un compacto en (X,T) y por tanto existe x 6P^lAgly)> 1.
o 'I n^jk€ it
Como M(2 F ^(k ') se tiene que x^6f ^(k ') y es punto rie
aqlomeracion de jx | . Esto prueba que f '^ (k M  es numerable ^ n ' n fe IV * ■ —
mente compacto.
Proposicion III.2.36
Sean (X,T), (x’ ,T*) espacios topologicos con ( x ' , T ' )  sub so
cuencial y regular y f una aplicacion F-cuasi propia de (x,T^ 
en (X*,T*). Entonces f es F-cuasi-numerablemente propia. 
Demostracion:
Sean k’d  X' con k ’ numerablemente compacto y cerra no en 
(x ',t ') y  ^ ). Entonces y por tan-
-125.
existe xôéK'n FcU, |f .
Como (x * ,T ' ) es su b ecuencial, existe i v j k€ W subsuce -
sien se n(i\ °'''' |r(*n 'kei, converge a x|^  en ( x ' , T ' )
k
Entonces A = )| ktcj es un compacto en el esp
r e n ula r (x',T*). Asi, Â es un compacto en (x ',T’) y Â (% K ^ .
acio
por hipotesis, f '^ (A) = H es un ccmoacto en (X,T) y p
tanto existe fkCh '
Como H C ^  se tiene nue x ^ t ^(k ’) y es puntc n
aglomeracion de jx^j 
blemente compacto.
G
, . Este prueba que f ^(K*) es numera-nJ n€ i\j  ^ ^
Observacion III.2.39
5e tiene la sicuiente relacion para una aplicacion f ce 
(X,T) en (X',T').
pi icacion propia A p 1 i c . rumerabl, propia
y Esp. final subsecuencial
Anlic. cuasi-oroDia ^  A p1i c. cuasi-numer. propia
V
Espac. final 
subsecunncial 
V r c ip u j. a r
lie. F-c u a 5 i-p r o D i a = >  Aoli c. r-c u a s i-n u m p r. propi
— 12 5—
Los ejemplos siguientes establecen la independencia entre 
estos tipos de aplicaciones,
Vamos a establecer:
propia
Ej. / Ej. 3
cuasi-propia
A A
\jEj. 1
Ej.2
\ Ej. 1
Ej.3 .
\
F-cuasi-propia
Ej. 1
numerablemente cuasi-numerable -^ -----./l— F-cuasi-numerable-
propia mente propia mente propia
Ejemplos 111.2.40
1. numerablemente propia F-cuasi-propia
sean ( [ a , Q  ), T ), espacio numerablemente compacto
[ )
del ejemplo III . 2 .13 , (x‘,T’) donde x' ={v} Y f : C a )--^x'=|yj
la aplicacion definida por f(x) = y para todo x6 [ a ,iTl ).
F s évidente que f es numerablemente propia, (por tanto
cuasi-numerablmente propia y F-cuasi-numerablemente propia ),
pero f no es F-cuasi-propia (y por tanto no es cuasi-propia ni 
propia).
2. Con este ejemplo vamos a probar que:
|cuasi-propia=^>4=> propia
jcuasi-numerablemente propia numerablemente propia
(Vease III.A.27 de (18 ) )
Sea el espacio topologico ( X =ja,bj,T^) siendo la to­
pologia discreta sobre X.
Formemo5 el conjunto X^, siendo H el conjunto de los nume
ros reales y consideremos la sicuiente familia de subconjuntos 
de X^:
- \ TT A | a C X ;  a = X, Vr^R-J; OC R , J numerable 
IpCR r r
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es base de una topologia sobre T (^  ) qua no es la
discreta, ya que R no es numerable.
a) (X^,T(^)) es . Es évidente.
R 'H Rb) En (x ,T(jS)) se verifies que M G  X es compacto si y
solamente si M es finito ( Vease III. 4,27 de (18)).
Se considéra ahora el espacio topologico (X^,Tp), donde
es la topologia discreta sobre X Y aplicacion identidad
1 p: X-— . x D
X
Entonces se tiene;
I) 1  ^ es continua de (X^\T^) en (X^, T(J5)).
II) V kC X ^  compacto en (X^,T(j?)) se sigue que 1‘’^(k ) = K
es compacte en (X ,7^).
Asi pues 1 p es cuasi-propia.
X
III) 1 n no es cerrada, por consiguiente, 1 no es nume
x" xR
rablemente propia y por tanto no es propia.
IV) Para todo M G  X ^ , infinite y numerable se sigue que M
es cerrado y no compacto en (X^,T( ) ) .  Por tanto les unices 
subconjuntos numerablemente cômpactos son los finîtes. (Vease 
II1.4.27 de (18)). Asi 1 es cuasi-numerablemente propia.
3) Con este ejemplo se trata de poner de manifiesto que
F-cuasi-numerablemente propia=^*^uasi-numerablemente propia.
Sea (R,T) donde R es el conjunte de los numéros reales y 
T = |(x,*^ )I x €R} .El unico subconjunto numerablemente compac
o y cerrado en (R,T) es jzi , Asi, la aplicacion identidad
1^ : (R,T^)-- > (R,T) es F-cuasi-numerablemente propia. Sin
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embargo no es cuasi-numerablemente propia ya que [ 0,*^ ) es com
pacto en (R,T)(y por tanto numerablemente compacto) y
1^^( l Ü , T». ) ) = [ O,-^ ) no es numerablemente compacto en (R,T^).
Este mismo ejemplo prueba que F-cuasi-propia no implica 
cuasi-propia.
Proposicion III.2.41
a) Si 8s una familia no vacia de espacios to­
pologicos no vacios tal que T~] (X.,T.) es localmente numerable
161 1 1
compacto, se verifies que ;
1G es localmente numerablemente compacto para to­
do 161.
22 Existe fC  I, finito, tal que (^i'T^) es numerablmmen- 
te compacto para todo 16I-F.
b ) Si una familia numerable de espacios
subsecuenciales no vacios, localmente numerablemente compactos 
y tal que existe hGf\, finite, cunpliendo que (Xp,!^) es nume­
rablemente compacto para todo pCN - f!, se verifies que
TT (X ,T ) es localmente numerablemente compacto. 
n€(\) ^
Demostracion:
a) :
12, Es consecuencia dé III.2.15.
22. Sea X 6 TT X . . Por ser TT (X. ,T .) localmente nume
i€I  ^ it I
rablemente compacto, existe entorno numerablemente compacto
de X en T T  (X.,T.)* Asi, existe F C I ,  finito, tal que 
i£ I  ^ ^
= X. para toao i£I - F. Por tanto, por III.1.11, (X.,T.)
es numerablemente compacto para todo i€I-F .
b) Sean x = (x ) ^ T T  X y un entorno de x en
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X
^  (x ,T ). Se tiene que V* D T I  V ^  tal que existe HCn, 
n€N n€N
finito, con V '^ = X. para todo j€N -H. Para neN-(HUfi), sea
-i
X n x .
U = X^ y para todo i£ HLJ M , sea U  ^ un entorno numerablemen
X .
te compacto de. x^ en (X.,T\) contenioo en V  ^ . Por 1.1.24 y
111.1.27(b), = TT es un entorno numerablemente compacto
n€ f\i
de X en TT (X ,T ) contenioo en \ J ^ . Asi pues TT (X , T ) es 
nCN " " ntN "
localmente numerablemente compacte.
Corolario 111 . 2.42
Sea i^^n*^n^]n6N familia numerable de espacios subse­
cuenciales y tal que existe F C l ,  finito, verificando que pa­
ra todo i€l-F , (X^,T\) es numerablemente compacto. Entonces
se tiene:
TT (X ,T ) es localmente numerablemente compacto si y sola 
n6 N
mente si (X^,T^) es localmente numerablemente compacto para to­
do n 6 N .
Ejemplo III.2.43
Sea R el con junto de los numéros reales, la topologia 
usual en R y Z  el conjunto de los numéros enteros. (R, )  es 
localmente numerablemente compacto. Se considéra el espacio to 
pologico cociente (R/Z,T^/Z) résultante de identificar en R 
el conjunto Z a un solo punto. Es évidente que (R/Z,T^/Z) no 
es localmente numerablemente compacto,
El ejemclo a n t e r i o r ,pone oe manifiesto que en General, el 
rn ■ i: n t e de u r espacio l c pologico localmente numerablemente 
-ompacto, no es localmente numerablemente compacto.
13D-
Proposicion III,?.44
Sea ura familia de espacios topologicos . Las
siguientes afirmaciones son équivalentes:
a) (X.,T .) es localmente numerablemente compacte,
i£I 1 1
b ) (X|,T^) es localmente numerablemente compacto para to- 
do iCI .
Demostracion:
Es consecuencia oe que para toao jci, Xj x{j} es abierto
G n H  ( X  . , T . ). 
i£i m  1
Proposicion III.2.45
Sea (X,T) un espacio topologico localmente numerablemente
compacto. Entonces, si (X,T) es un NKC-espacio (En particular,
si (X,T) es un US-espacio secuencial), se verifies cue (X,T)
es regular (En particular, T^).
Demostracion;
Sean x6X y V^ un entorno de x. bor hipotesis, existe L*, 
entorno numerablemente compacta de x en (X,T) con IJ^C V^ . Como 
(X,T) es un NKC-espacio, es cerrado. Asi (X,T) es regular.
fbS-espacio secuencial implica NKC-espacio ).
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CAPITULü IV
ESPACIOS SECUENCI ALFiCNTE CDfAPACTOS Y LOCALMENTE SECUENCIAL- 
MENTE COMPACTES.
$ 1. ESPACIOS 5ECUENCIALMENTE COMPACTOS
En este parrafo, se exponen las resultados mas conocidos 
de los espacios secuencial ni ente compactas y se generalizan a 1- 
gunos de ellos.
Definicion I V.1.1
Un espacio tooologico (X,T), se dice que es secuencialmen 
te compacto, si toda sucesion en X tiene una subsucesion conver 
gente en (X,T).
Proposicion IV.1.2
Sea (X,T) un espacio topologico . Las siguientes afirmacio 
nés son équivalentes:
a ) (X,T) es secuencialmente compacto.
b) Para todo filtro en X, ^  ^ dé rango menor o igual que 
existe un filtro en X , , tal que Ç i  , el rango de
J^'es menor o igual que y ^  0 .
übservacion IV.1.3
a) Si (X,T) es secuencialmente compacto, (X,T) es numera­
blemente compacto.
b) Si (X,T) es numerablemente compacto y cumple el I.A.N. , 
(X,T) es secuencialmente compacto.
c ) Si ( X , T ) es compacto y couple el I.A.N., ( X , T ) es s e c u - 
encialmente compacto.
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d) Existen ejemplos que ponen de manifiesto la indepen - 
dencia de los axiomas secuencialmente compacto y compacto.(Vea- 
se , (23)).
Definicion IV.1.4
Sean (X,T) un espacio topologico y M un subconjunto cle X. 
Se dice que M es secuencialmente compacto en (X,T) si (M,T|^,) 
es un espacio secuencialmente compacto,
Proposicion IV.1.5
Sean (X,T) un espacio topologico, M un subconjunto de X y 
P un subconjunto de M. Entonces P es secuencialmente compacto 
en (M , T I ) si y solamente si P es secuencialmente compacto en 
(X,T) .
Proposicion IV.1.6
Sea (X,T) un espacio topologico secuencialmente compacto 
y C un subconjunto cerrado .Entonces, C es secuencialmente corn 
pacto en (X,T ) .
Übservacion IV.1.7
Existen ejemplos de subcon juntos secuencialmente com.pactos 
de un espacio T^» que no son cerrados(Vease, (23)) .
Proposicion IV.1.8
Sea (X,T) un espacio topologico cumpliendo el I.A.N..
Entonces, todo subconjunto secuencialmente compacto de (X,T) es 
cerrado en (X,T ).
Proposicion IV.1.9
Sea (X,T) un espacio topologico y una familia fini
ta de subconjuntos secuencialmente compactes de (X,T). Enton­
ces, U  • es secuencialmente compacto.
Übservacion IV.l.lD
La adherencia de un subconjunto secuencialemente compacto 
no es secuencialmente compacte,(Vease, (23)), en general.
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PropQsicion IV.1.11
Sean ( X , T ) ,  ( x ' , T ' )  espacios topologicos, f una aplicacion
continuade ( X , T )  en ( X‘ , T '  ) y f'i un subconjunto secuencialmente 
compacto.de ( X , T ) .  Entonces ,f(M) es secuencialmente compacto 
en ( x '  ,T ' ) (Asi pues el axioma secuencialmente compacto es una 
□ropiedad topologica).
Proposicion IV.1.12
Sea ( X , T )  un espacio topologico secuencialmente compacto, 
( x ' , T * )  un espacio cumpliendo el I.A.N y f una aplicacion 
continua de ( X , T )  en ( X ' , T ' ) .  Entonces, f es cerrada de ( X , T )  
en ( X ' , T * ) .
Corolario IV.1.13
Sea ( X , T )  un espacio topologico secuencialmente compacto,
(X’,T') un espacio cumpliendo el I.A.N. y f ; X  ► X* una a-
plicacion biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo de (X,T)
en (X’ ,T*) si y solamente si f es una aplicacion continua de 
(X,T) en (X',T’).
Proposicion IV.1.14
Sean ( X , T ) ,  ( X ’ , T ' )  espacios topologicos con ( X , T )  I.A.N.
y f una aplicacion propia de ( X , T )  en (X* , T '). Entonces, para 
todo subconjunto secuencialmente compacto, K ' ,  de ( X ' , T * )  se 
verifies que f ^(K*) es secuencialmente compacto en ( X , T ) .  
Proposicion IV.1.15
a) Si ((^i'^i^jiEi una familia no vacia de espacios to
pologicos no vacios tal que J~f (X.,T.) es secuencialmente com
it I 1 ^ ■
pacto, se verifica que (X^,T^^) es secuencialmente compacto para 
todo i € I.
b) El reciproco de (a) no es cierto en general.
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c) Sea una familia de espacios topologicos no
vacios tal que card(l) ^ . Entonces: TT (X.,T.) es secuen-
° 161  ^ 1
cialmente compacto si y solamente si (X^,T^) es secuencialmente 
compacto para todo 16 1.
d) Si (X,T) es secuencialmente compacto y (X‘ ,T*) es nu­
merablemente compacto, se verifica que (X,T ) x (X' ,T ' ) es nume­
rablemente compacta,
Proposicion IV.1.16
Sea (X,T) un espacio topologico y R una relacion de equiva 
lecia en X. Entonces, si existe un subconjunto,M , secuencialmen 
te compacto en (X,T) tal que R[Ml= X, se verifica que (X/R,T/R) 
es secuencialmente compacto (Por tanto, el cociente de un espa 
cio secuencialmente compacto es secuencialmente compacto). 
Proposicion IV.1.17
Sea {(^i » ) } J una familia de espacios topologicos no
vacios. Las siguientes afirmaciones son équivalentes:
a ) (X.,T,) es secuencialmente compacto.
iél  ^ ^
b) I es un conjunto finito y (X^,T^) es secuencialmente 
compacto, para todo i£I•
Las siguientes proposiclones generalizan algunos resulta­
dos anteriores:
Proposicion IV.1.18 (Comparese con IV.1.3(b))
Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto 
y subsecuencial. Entonces,(X,T) es secuencialmente compacto. 
Demostracion;
Sea {x^ineN sucesion en X. Como (X,T) es numerablemen
te compacto, existe x 6Aol_{x \ ... . Asi existe jx j , ... tal0 - n'n€N i n^ ktN
que |x^ kCN converge a x^ en (X,T).
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Proposicion IV.1.19 (16)
Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto, 
y secuencial. Entonces (X,T) es secuencialmente compacto.
La proposicion IV.1.8, se puede expresar de la siguiente 
forma:
“ Todo espacio topologico T^ cumpliendo el I.A.N. , es un 
SKC-espacio".
Teniendo en cuenta los resultados establecidos en el pa­
rrafo 1 del Capitule II , se tiene:
Proposicion IV.1.20 (Comparese con IV.1.8)
Sea (X,T) un US-espacio secuencial, Entonces (X,T) es un 
SKC-espacio.
Proposicion IV.1.21
Sea (X,T) un US-espacio secuencial y una familia .
de subconjuntos secuencialmente compactes de (X,T). Entonces
O m . es secuencialmente compacto. 
iSl 1
Demostracion:
Basta tener en cuenta, por IV.1.20, que la interseccion
es un cerrado en (M. ,T _ ), i 61 . Asi O  M . es secuencial-
'•O "i ° it I 1o
mente compacto.
Proposicion IV.1.22
Sea (X,T) un espacio topologico y M un subconjunto secuen 
cialmente compacto. Entonces:
a) Si (X,T) es un US-espacio secuencial, se verifica que
M es secuencialmente compacto.
b) Si (X,T) es regular y de Frechet, se verifica que fi 
es secuencialmente compacto.
Demostracion:
a) Es consecuencia de IV.1.2D.
b) Sea C  M - M. Para cada n6N existe {/klkCN^^^ tal
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que X . Como M es secuencialmente compacto, existe
Z
Se verifica que todo entorno \J contiene a x^^En efectO; 
Si como (X,T) es regular, existe W ^ tal que
n
z . por tanto X - U es un entorno abierto
n
de X . Como | y|^ • converge a x , existe k 6N  tal quen \KJKti\i n o
z
y|^  6 X - y para todo ke N con k ^ k^ , lo cual contradice que
es punto de aglomeracion de )yk}k6N *
Se considéra la sucesion Iz \ .,G  M . Como M es secuencial
L n J n fe N -
mente compacto, existe f |   ^^  , subsucesion de que
^p P
converge a un punto z€M. 
zSea V un entorno abierto de z en (X,T). Se tiene que exis 
te p € I\) tal que para todo p ^ p^, z 6 V^. Asi por lo anterior,
X £ \J^ para todo p ^ p^. por tanto, 
P
x^ converge a z.p p€N
Proposicion IV.1.23 (Comparese con IV.1.12)
Sea (X,T) un espacio topologico secuencialmente compacto,
(x',T*) un SKC-espacio (En particular,un US-espacio secuencial)
y f una aplicacion continua de (X,T) en (x‘ ,T*).Entonces f es
una aplicacion cerraoa de (X,T) en (X',T').
Demostracion;
Sea C un conjunto cerrado en (X,T). Se tiene que C es secuen 
cialmente compacto y por tanto, f(C) es secuencialmente compacte. 
Asi, por la definicion de SKC-espacio (o por IV.1.2U), f(C) es 
cerrado.
Corolario IV.1.24( Comparese con IV.1.13)
Sea (X,T) un espacio topologico secuencialmente compacto,
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(x',T‘) un SKC- espacio ( En particular,un US- espacio
secuencial ) y f; X  X* una aplicacion biyectiva.
Entonces f es un homeomorfismo de (X,T) en (X*,T*) si y
solamente si f es una aplicacion continua de (X,T) en (X*,T'). 
Demostracion';
Es consecuencia de que , en las hipotesis del corolario, 
si f es continua, es cerrada.
Proposicion IV.1.25( Comparese con IV.1.14)
Sean (X,T), (x ',T') espacios topologicos con (X,T) subse­
cuencial y f una aplicacion propia de (X,T) en (x',T'). En­
tonces, para todo subconjunto secuencialmente compacto K* de 
( x \ T ’) se tiene que f ^(K*) es secuencialmente compacto en 
(X ,T ).
Demostracion:
Por III.1.14, f ^(k ') es numerablemente compacto en (X,T).
Asi (f ^(k '),T , ) es subsecuencial (1.1.24) y numerable
r" (K')
mente compacto . Por tanto, por IV.1.18, f ^(K‘) es secuencial 
mente compacto.
Proposicion IV.1.26( Comparese con IV.1.15(c))
Sea {(X^,T^)j 2^ 2 una familia de espacios topologicos secuen
° = .cialmente compactes tal que card(l) ^ 2  Entonces
TT (X.,T.) es numerablemente compacto.(2.9) 
it I 1 1
Proposicion IV.1.27
Sea (X,T) un espacio topologico secuencialmente compacte y 
verificando el axioma E^ .^ Entonces (X,T) cumple el I.A.N. y 
por tanto es regular.
Demostracion:
Es consecuencia de III.1.28.
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Proposicion II/.1.28
Sean (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto
o6N
una sucesion con un numéro finito de puntos de aglô-
meracion en (X,T). Entonces t^nin^r' tiene una subsucesion con
vergente en (X,T) . (Por tanto, un espacio numerablemente compac 
to y no secuencialmente compacto, contiene una sucesion ( 
tal cue toda subsucesion suya tiene infinites puntos de aglome­
racion ).
Demostracion:
Sea
n€N
una sucesion con un numéro finito de puntos de
aglomeracion yi»***yp* Supongamos que no contiene sub-
sucesiones convergentes. Entonces: ^
Como {XpinSN converge a y^ , existe un entorno V  ^ y
una subsucesion ix1 T tal que ^  V  ^ , para todo k^GN.1 "1"" ^1 
Como (X,T) es numerablemente compacto, Jx tiene
k J k,€ Nr 1
un punto de aglomeracion que necesariamente debe ser algunc de 
los y^,...y . Supongamos que este punto de aglomeracion es y^ .
Por el mismo razonamiento anterior, existen V y ^
tales que
n. f-
, para todo k^£N. Como (X,T) es numera­
blemente compacto, , tiene un punto de aglomeracion
que necesariamente debe ser alguno de los y\,«.,y_'
" o p
Razonando por induccion, se obtienen un abierto A de (X,T)
tal que y1" y £ A y una subsucesion
1. .k
oe
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<x r .. tales que x ^  A para todo k £ n . Esto es una [njn€(\i  ^ n r- p
^1.
"k
P
contradiccion ya que esta ultima subsucesion debe tener un pun- 
to de aglomeracion, que deberia ser alcuno de los .
^.2 ESPACIOS LOCALMENTE SECUENCI Air,ENTE COMPACTOS
En este parrafô, se estudian los espacios localmente secu 
encialmente compactes y las aplicaciones secuencialmente propias
üefinicion IV.2.1
Sea (X,T) un espacio topologico. Se dice que (X,T) es un 
espacio localmente secuencialmente compacte, si para todo x6X, 
existe ^(x), base de entornos de x en (X,T), tal que para todo
^ ( x )  , (V*,T| ) es secuencialmente compacto.
I V*
Veamos con un ejemplo, que en general, no existe ninguna 
relacion entre les axiomas localmente secuencialmente compacto 
y secuencialmente compacto.
Ejemplo IV.2.2
a) Sea X un conjunto infinito y T la topologia discrete 
en X. Entonces (X,T) es localmente secuencialmente compacto y 
no es secuencialmente comoacto.
b) Sea X = UU{\/^j Y T - T^| (j{x|. Se tiene que (X,T)
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es secuencialmente compacto y no es localmente secuencialmente 
compacto.
c) Todo espacic localmente secuencialmente compacto es 
localmente numerablemente compacto.
d) Existen espacics localmente numerablemente compactos 
que no son localmer.tn secuencialmente compactos. (por ejemplo
([ 0,1] ,T
R
[0,1]) )'
ProDCsicion IV.2.3
Sea (X,T) un espacio regular. Las siguientes afirmaciones 
son équivalentes:
a ) (X,T) es localmente secuencialmente compacto,
b) para todo x€X, existe V^£j^(x), secuencialmente compac 
to en (X,T).(jf(x) sistemade entornos de x en (X,T )).
c) para todo xtX, existe u \ t  tal que es secuencial­
mente compacto.
Üemostracion : 
a )---=» b ) :
Es évidente, 
b ) -■ ■■=» c ) :
Sea xéX • por hipotesis, existe secuencialmente compac
to en (X,T). Como (X,T) es regular, existe U^C T tal que U^C .
X XComo \J es secuencialmente compacto y U es un cerrado, por 
IV.1.6, es secuencialmente compacto.
c )~ a ) :
Sea xEX y V^ un entorno de x. Por hipotesis, existe u \  T 
tal que U es secuencialmente compacto, Como ( X , l )  es regular,
existe U ^ C  V ^ O  U^C . Asi es un entorno de x en (X,T)
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contenido en . Como ademas es un cerrado contenido en
secuencialmente compacto, es secuencialmente compacto,
Por tanto (X,T) es localmente secuencialmente compacto,
$
Corolario IV.2.4
Todo espacio secuencialmente compacto y regular, es local 
mente secuencialmente compacto.
Proposicion IV.2.5
Sea (X,T) un espacio tcpologico talque para todo x6X, 
existe V^£T verificando que V^ es secuencialmente compacto. 
Entonces (X,T) es localmente secuencialmente compacto, 
Demostracion;
Como (X,T) es E^  ^ y este axioma es hereditario, se tiene 
oue (V*,Tl ) es regular (IV.1.27). Por tanto (X,T) es regular,
i\/’‘
Asi, por IV,2.3, (X,T) es localmente secuencialmente compacto, 
Corolario IV.2.6
Sea (X,T) un espacio topologico E^ y secuencialmente com­
pacto. Entonces (X,T) es localmente secuencialmente compacto. 
Proposicion IV.2.7
Sean (X,T) un espacio secuencial y (En particular T.^  y
I.A,M., (111,1.29)),Las siguientes afirmaciones son équivalentes
a) (X,T) es localmente secuencialmente compacto,
b) Para todo xéX,existe V^ secuencialmente compacto,
X Xc) Para todo x€X,existe U €T tal que L) es secuencialmen­
te compacto,
Demostracion; ^
a ) = >  b) :
Es trivial, 
b ) --> c ) :
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Para todo x€X, existe secuencialmente compacto. por
III.1.29(a), (X,T) es un US-espacio . Asi por IV.1.20, V* es ce­
rrado. Por tanto, si U*€T es tal que U * G V *  , se verifies que
U * C V *  = V* y por tanto u* es secuencialmente compacto. 
c ) ===> a ) ;
Es consecuencia de IV.2,5,
Definicion IV.2.9
Sea (X,T) un espacio topologico y M G  X i. Se dice que h es 
un subconjunto localmente secuencialmente compacto de (X,T) si 
(h,T|jy) es un espacio localmente secuencialmente compacto.
Veamos con un ejemplo que el axioma localmente secuencial 
mente compacto no es una propiedad hereditaria.
Ejemplo IV.2.9
(R,T^) es localmente compacto. Como es I.A.N.,
se verifies que es localmente secuencialmente compacto. Sin
embargo, (Q,T ) no es localmente secuencialmente compacto.
" Q
Proposicion IV.2.10
Sea (X,T) un espacio topologico localmente secuencialmente 
compacto, Entonces se tiene:
a) Todo GfcT es localmente secuencialmente compacto en(X,T).
b) Todo cerrado, C, es localmente secuencialmente compac­
to en (X , T) .
Demostracion:
a) Sea x€G y un entorno de x en (G,T|g). Entonces V^ es 
un entorno de x en (x,T). Como por hipotesis (X,T) es localmen­
te secuencialmente compacto, existe entorno secuencialmente 
compacto de x, tal que U^CZ . Por tanto (G,Tjg) es localmente 
secuencialmente compacto en (x,T).
-143-
b) Sea xfC y V*,un entcrno de x en (C,T|^). Entonces exis­
te U^, entorno de x en (X,T) tal que = c O u ^  . Como par hipo 
tesis (X,T) es localmente secuencialmente compacto, existe
X Xentorno secuencialmente compacto de x , tal que U C U  . Por 
otra parte, por IV. 1,6, U ^ O c  es un entorno secuencialmente 
compacto de x en (C,Tj^) contenido en V^. Por tanto C es local 
mente seouenciaImente compacto.
Proposicion IV.2.11
Sea (X,T) un US-espacio secuencial.Entonces la intersec - 
cion finita de subconjuntos localmente secuencialmente compactos 
en (X,T), es localmente secuencialmente compacto en (X,T). 
Demostracion;
Es suficiente hacer la demostracion en el caso de dos sub­
con juntos localmente secuencialmente compactos.
Sean y subconjuntos localmente secuencialmente com­
pactos en (X,T), x£ ['i 1^12 Y entorno de x en M2 * T
Mg
).
Entonces, existe V^ entorno de x en ) y existe Vg ,
entorno de x en (Mg , T| ) tales que V^ = V ^ O  (f'ij_P| ^'>2 ^ Y
V^ = Vg Q  Mg).
Por hipotesis, por ser ) localmente secuencialmen
te compacto, para i = 1,2, existen , entorno secuencialmente 
compacto de x en (^ ^ ^ | M  ) Y Ug, entorno secuencialmente com
pacto de x en ( g , T | ) tales que U ^ C  V^ y U g C  Vg .
Como (X,T) es US-espacio secuencial, por IV.1.21, A  Ug es
secuencialmente compacto. Ademas Ug = (U^A A  *^*2 ^ ^
A] ^ Ug A m ^  A  1^2 ) > implica cue A  Ug es un entorno de x en
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Mg, contenido en V^. For tanto (M^r^Mg,! )
es localmente secuencialmente compacto,
Proposicion IV.2.12
Sea (X,T) un US-espacio secuencial. Entonces se tiene;
a) Si h C X  es localmente secuencialmente compacto en (X,T),
se verifies que M es interseccion de un abierto y un cerrado de
(X.T).
b) Si (X,T) es localmente secuencialmente compacto y h C X  
es interseccion de un abierto y un cerrado de (X,T), se verifi­
es que M es localmente secuencialmente compacto.
Demostracion;
Analogs a la realizada en 111.2,12, sustituyendo las refe 
rencias II 1.1.21 por IV.1.2U y la III.2.10 y III.2.11 por las
IV.2.10 y IV.2,11 respectivamente,
El ejemplo III.2.13, prueba que la condicion "secuencial" 
impuesta al espacio (x,T) en el apartado (a) de la proposicion 
anterior, es esencial.
Veamos con un ejemplo que, en general, la imagen por una 
aplicacion continua de un espacio localmente secuencialmente 
compacto no es localmente secuencialmente compacto.
Ejemplo IV,2.13
Sea Q el conjunto oe los numéros racionales, T la topolo-
. Entonces:01a discreta en Q y T = Tu
ü
(Q,T) es localmente secuencialmente compacto, 1^ la aplicc 
ciôn identidad en ü , es une aplicacion continua de (ij, T ) en 
(U,T') y (Q,T‘) no es localmente secuencialmente compacto. 
Proposicion IV.2.14
Ses (X,T) un espacio topologico localmente secuencialmente
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compacto, (x',T ') un espacio topologico y f una aplicacion con 
tinua ,abierta y suprayectiva de (X,T) en (X',T')* Entonces 
(X',T ') es localmente secuencialmente compacto,(La secuencial 
compacidad local, es una propieoad topologies).
Demostracion :
Sea x*£X y \J^ un entorno de x' en (X* ,T* ) . Como f es su- 
prayectiva y continua, existen x€X y \l^ tales que f(x) = x* y 
f(V*)CIV* . Como por hipotesis (X,T) es localmente secuencial 
mente compacto, existe secuencialmente compacto con
Como f es continua y abierta, por IV.1.11, f(U ) es un entorno 
secuencialmente compacto de x' contenido en V^ . Asi, (x* ,T*) 
es localmente secuencialmente compacto.
Proposicion IV.2.15
Sea (X,T) un espacio topologico V tal que para todo ce 
rrado, C, y secuencialmente compacto, existen G€T y C* cerrado 
y secuencialmente compacto cumpliendo que C G G d C '  .Entonces 
(X,T) es localmente secuencialmente compacto.
Demostracion:
Sea XÊX . Como (x) es cerrado y secuencialmente compacto, 
existen G€T y C‘ cerrado y secuencialmente compacto cumplien­
do que | x } C G C C '  . Por ser (X,T) , es regular y por tanto e-
xiste Una base de entornos cerrados contenidos en G que es se­
cuencialmente compacta;( es decir, cada elemento es secuencial 
mente compacto), ya que estan contenidos en el espacio (C‘,Tj^i) 
secuencialmente compacto. Por tanto (X,T) es localmente secuen­
cialmente compacto.
El siguiente ejemplo pone de manifiesto, que existe un es­
pacio topologico localmente secuencialmente compacto, para
el cual existe un cerrado secuencialmente compacto, C, tal que
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no existen G€T y c’ cerrado secuencialmente compacto de modo que
se verifique que C C G C C ' ,
t ierpplü IV. 2.16
Se considéra el espacio topologico ( [ a , 0 ] , T )  de TII.2.13.
Veamos que es secuencialmente compacto,
Sea I X r ,. una sucesion en [ a ,0 ] . Si existe pCi\, P in'■ n • n t nj —
finite tal que x %ara tooo n€p, es évidente que ix 1 ^
n l njnCD
contiene una subsucesion que converge a Al . Supongamos por tan 
to que |x^j a , n  ), Sea M = | xe[a,Al)| 3p C  fM infinito con
x^g[ a , X ] para todo n€pj . Se tiene que h ^ ^ . En efecto;
Como [a,x^] es numerable para todo néD y [ a ,Al ) no es nu 
merable, existe x£[a,0) tal que x ^ x para todo nCD. A si 
x£M. Sea x^ el primer elemento de M . Entonces existe P^C N,in­
finito,tal que x^f[ a,x^] para todo n£P^ . Por tanto, existe
una subsucesion de jx [ cuya imac en esta contenida en fa.x ].i nJnÊN  ^ * o
Per otra parte, para todo x£La,x^) se tiene que {n€N|x^f[a,x]j 
es fini to, a si la subsucesion anterior converge a x^.
Por tanto ( L a ,Al],T) es secuencialmente compacto.
Esta demostracion prueba que el abierto ( [ a ,A1),T
es secuencialmente compacte.
Se considéra A =j xC[ a ,A1] [ a , x] es numerable j . Como aE A , 
existe cù primer elemento oe A. Como i_a,wj es un cerrado de
{ [ a ,0], T ) , se tiene que ( t a , CO ] , T I ) es secuencialmente
A a,w]
compacto.
Sin embargo ( !^a,a')»T| ) no es secuencialmente corn
! L a , Cü )
pacto. En efecto;
Se considéra la sucesion |x [ oefinioa por x . - a ,t n j n € i\j 1 *
X g  i g u a 1 al p r i. m e r elemento del c o n j u n t o no vacioj x L L a , O  ) x > ,
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y^ icual =1 trimer onl cnpj'jnto no vacio
I x€[ a,Cü)| X >x^ . Evidentemente esta sucesion nt N
tiene r,inguna subsucesion convergente en l a , uo ), por la cens-
truccion de cü ,
Como ( [ a,0_j ,T) '/ a , u) ],T1. 1 son espacios secuen-
’ |[a,o>l
cialmente compactas, el espacio prcducto
(X ,T_ ) = ( [ a.oj ] ,Tj
[a,w ]
X (" I a ,0 J , T )
es secuencialmente comoacto. /idemas, este espacio es por ser 
compacto y
Se considéra el escacic topologico T "Plaça de Tychonoff" 
(x‘ ,T'), donde x' = [ a , w  ] x C a ,0 ]- j ( o) , Q  )j y l' =
vü
oO)
Se tiene nue (x* ,T ) no es secuencialmente compacto, ya
que si (x f , es la sucesion ccnstruiûa anteriormente en L aI n J n e Tv .
la sucesion tiene ninguna subsucesion corver-
q e n t e e n ( x ‘ ,T').
El espacio topologico (x',T') es localmente secuencialmen 
te compacto, ya que como ( x ,! ^ )  es caoa punto de (x',T‘)
tiene una base de entornos cerrados en (X,!^) , y por tanto,
secuencialmente compactos.
Supongamos que para todo oerraoo y secuencialmente ccmpac 
ta en (x' ,T ' ) , C , existen G&T y C' c o r r a u o y secuencialmente
compacto de (x ',T‘) oe modo que ('CSCC' .
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Se considéra el subconjunto cerrado y secuencialmente corn 
pacto C = } eu } X C a , 0 )  en (x’ ,T*). Entonces existen G^€T* y
C^ ‘ cerrado secuencialmente compacto en (X ,T ) cumpliendo la
condicion de que C C G ^ C C ^  .
Se verifica que existe x^e[a,w) tal que (x^,0.)éc*^.
En efecto:
Si c | 0 (  [ a, lU ) XIil}) = ^ ; se tiene que x’ -
es un abierto que contiene a [ a , eu ) xj-O.} y G ^ O g  ^= p . Co­
mo es abierto, para cada (x,0) con x6[ a , eu ), existen entor 
nos abiertos ? taies que \J^ x \y^C G*, . EntoncesX X I
D  I y I ^  ~ y ^  Tx a,il) j .
Por la construccion de il se tiene que | y | 0 > y >  Yx } ^  ^ *
Sea y^e{ y | il >y>]'^j’ . Como [ a , eu ) es numerable, el conjun 
to {y^l x([a,^)} es numerable, Como C a ,jQ ) es no numerable,
existe y^ <é [ a,0 ) tal que y^ > y para todo x € [ a , eu ). Se
6ü y
tiene que (eu , y^) € C C G ^  . Por tanto, existen \J , V ° entor-
(u y 0 ^
nos abiertos taies que V x U CG^^.
Por la construccion de eu, existe x^£ C a , u) ) Q . Se veri
fica que (Xq ,Vq )^G^ y (>^o>yo)^G*^ (y^^ y^  ^ implica que
 ^ V
(*0 *^0)^ I (>^o»y)|^“ y^lx con [ a , 0  )}cVx\/^ c G^). Es­
to contradice que G^^QG^ = ^ . Asi, existe x^€ C a , cU ) tal que 
(x^,il)fCi .
Sea x’j^ el primer elemento de [ e , w  ) tal eue x ^ ^  ^  1 " - ^  
considéra el conjunto cerrado y secuencialmente compacto 
Cg = - [ a,x'^ ) X [ a ,ü] . Se tiene que c'2 D  G ([ x|,tu ] x_a,n'J)l
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Per un razonamiento analogo al anterior, existe a ,w )
tal que (x^ )£ C^C y x^ ^^i *
Asi por induccion se llega a que contiens a una suce
sion tal que ^p+1^^n todo n(N, lo cual
contradice que es secuencialmente compacto y cerrado.
Asi pues, este espacio topologico (x ',T'), localmente se­
cuencialmente compacto y es tal que en el existe un cerra­
do C secuencialmente compacto para el cual no existe un ce - 
rrado y secuencialmente compacto c ’ y un abierto G€T cumplien
do que C C  G C  C' .
E s t e  m i s m o  e j e m p l o  p r u e b a  q u e  e x i s t e n  e s p a c i o s  (X',T')
l o c a l m e n t e  n u m e r a b l e m e n t e  c o m p a c t o s ,  p a r a  l o s  c u a l e s  e x i s t e  u n  
c e r r a d o  n u m e r a b l e m e n t e  c o m p a c t o , C ,  t a l  q u e  n o  e x i s t e n  G € T  y  C*  
cerrado n u m e r a b l e m e n t e  c o m p a c t a  d e  m o d o  q u e  s e  v e r i f i q u e  CCgCC* . 
D e f i n i c i o n  I V . 2 . 1 7
S e a n  ( X , T ) ,  ( X * , T ' )  e s p a c i o s  t o p o l o g i c o s  y  f  : X — * - x ‘ u n a  a -  
p l i c a c i o n .  S e  d i c e  q u e  f  e s  s e c u e n c i a l m e n t e  p r o p i a  s i :
1 .  f  e s  u n a  a p l i c a c i o n  c o n t i n u a  d e  ( X , T )  e n  ( X * , T ' ) .
2 .  f  e s  u n a  a p l i c a c i o n  c e r r a d a  d e  ( X , T )  e n  ( X ' , T * ) .
3 .  P a r a  t o d o  x ' €  X*  , f  ^ ( x ‘ ) e s  s e c u e n c i a l m e n t e  c o m p a c t o  
e n  ( X , T ) .
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T o d a  a p l i c a c i o n  s e c u e n c i a l m e n t e  p r o p i a  e s  n u m e r a b l e m e n t e  p r o p i a .
Veamos con un ejemplo, que existen aplicaciones numerable­
mente propias que no son secuencialmente propias 
Ejemplo IV.2.19
La aplicacion f : ( [ 0 ,1 ] , T ) ^ -----> (X,T) donde
[0,l]
X es un conjunto con un unico elemento, es numerablemente pro­
pia y no es secuencialmente propia (Vease IV.2.21)
Proposicion IV.2.20
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Proposicion IV.2.20
Sean (X,T), ( x ‘ , T ') espacios topologicos y f:X ► X* una
aplicacion . Entonces se tiene;
I) Si f es una aplicacion numerablemente propia de ( X , T )  
en ( X * ; T * )  y ( X , T )  es subsecuëncial, f es una aplicacion secuen 
cialmente propia de ( X , T )  en ( x ‘ , T ' ) .  (En particular, toda apli 
cacion propia de un espacio topologico subsecuencial en un es­
pacio topologico arbitrario, es secuencialmente nropia).
II) Si f es una aplicacion secuencialmente propia rie ( X , T )  
en ( x ‘ ,T*), f en général, no es una aplicacion propia rie ( X , T )  
en (X* ,T' ).
Demostracion:
I) Es consecuencia de a) y b) de II1.4.42 de (18) y de
que todo subconjunto numerablemente compacto y subsecuencial 
es secuencialmente compacto (IV.1.18).
II) El espacio topologico ([ a,0.),T  ^ ) de III.2.13
- a , H )
es secuencialmente compacto.
Se consideran los espacios topologicos ( F a,iTl),TI ),
ICa.Q)
(x',T‘), donde x'=(y} y f : [ a , n  )--   xV de^inida por f(x)= y
para todo xt[a,Cl ).
Es évidente que f es secuencialmente propia y sin embargo,
f no es una aplicacion propia de ( C a , 0 ) , T  ) en (x* ,T* )
[ a . Q )  .
ya que f (y) es [ a,Cl), el cual no es compacto.
Veamos con un ejemplo que la condicion subsecuencial que 
debe cumplir el espacio (X,T) en la proposicion anterior,apar­
tado I, es esencial.
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£ i G m 1 o IV. 2.21
[ü,i]
Se considéra el espacio topoloçicc ( L 0, l 3,T^
el cual es compacta y T^. Veamos que no es secuencialmente com 
pacto. En efecto:
Se rep.resentaran los numéros bel inter u aie L D,l] por su 
Gxpresion decimal evitando, con objeto oe tener la unicidad , 
las representaciones en las cuales se repi te la cifra "a" a 
partir de un determinado lucar. 
se
todo n€N
considéra la s u c e s i o n  , do^rie cara
P , (= \ *n+r-l *n *n + l
n r=U r=l
La s u c e s i o n  s f [ no t i e n e  n i n c u n a  s u b s u c e s i o n  c o n v e r -
I n> nt h
rente en _ _ ü , 11
) . En efecto:
[0,1 ]
( [0,1] , T,,
" 1 0 , 1 ]
Suponoapos que existe una subsucesion | ^ , que con-. 1, 1 k 6 N
\/ercp a f . Por III. 2.55 de (18), se tiene que |f (x)
l "k' -
converge a f(x) para todo xe[o,l] .•
oo xp
Sea X = XI --- - , riefinido por :
° r=o iü
1 , si r = n, con k impar.
X = <3, si r = n, con k par.r k '
0, en los casas restantes.
1 1
para todo k€k, impar, f (x ) = 77- 4 . . . ^ — 77- +
n, o 1 ü lu
lû L lù
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3 3
Para todo k€N, par, f (% ) = + * -'"o' lû " ---  lû .
A S I ,
, , , [i-.ii
no converge en ( L 0,1 J ,T 
k t û  ^ u c 0 , 11'
lü cual es un absurdo.
- 0 , l l
J  --------(X’,T' )
L ü , 1 ]
Se considéra la aplicacion f:( [ü,l],T 
donde x'= (y; y f esta definida cor f(x) = y para todo
: C , 11 . - 0, n
X € L 0 ,1 ] . fPtrs ^or -1 c ^ ne-ostrar ' ' u e fLû,l],T ^
 ^[û,]]
no es secuencialmente compacto, consiste en observar que 
, , [0,1]
( |0,lj,Tp) es un subespacio cerrado del dado, que no es
secuencialmente compacto (T.1.2 6) ).
Es évidente que f es una aplicacion propia de 
[0 ,1]
([ 0,ll,T ) en (x ’ ,t ‘) pero f no es una aplicacion
- - [o,l]
secuencialmente propia de ( l û , 1 j,t! _ ) en (x',T*) ya
,-i  ^ I m i ]
0 , 1 :
que f (y) = L ü ,1 J no es un subconjunto secuencialmente
compacto.
:c,i]
Como (! û,ll,T ) es numerablemente compacte
"[0,1]
y no es secuencialmente compacto, no p u e d e ser subsecuencial.
Esto pone de manifiesto que es esencial que (X,T) sea sub 
secuencial en IV.2 .2û(l).
Proposicion IV.2.22
Sea (X,T) unn espacio topologico secuencialmente comoacto, 
(x* ,t‘) un SKC-espacio(En particular,un US-espacio topologico
secuencial ) y f:X ► x' una aplicacion continua de (X,T) en
(x* ,!*)• Entonces f es secuencialmente propia.
-153-
Denostracion;
1, f es continua por hipotesis.
2, f es una aplicacion cerrada de (X,T) en (X* ,T*) por
IV.1.23.
3, para todo x’e x ' , f ^(x') es un subconjunto cerrado 
de (X,T) y por IV.1.6, f ^(x*) es secuencialmente compacto.
Asi f es secuencialmente propia,
Proposicion IV.2.23
Sea (X,T) un espacio topologico subsecuencial, (x ’,T') un
esoaciü topologico secuencialmente compacto y f;X ► x‘ una a-
plicacion secuencialmente propia y suprayectiva de (X,T) en 
(x',T') . Entonces (X,T) es secuencialmente compacto. 
Demostracion:
Como (x’ ,T*) es secuencialmente compacto, (x’ ,T' ) es nume 
rablemente compacto. Por ser f una aplicacion secuencialmente 
propia, f es numerablemente propia. Asi por III.2.19, (X,T)
es numerablemente compacto y como (x,T) es subsecuencial, re - 
sulta que (X,T) es secuencialmente compacto.
Observacion IV.2.24
Sin la hipotesis de cousecuencial, en la proposicion ante 
rior, para (X,T), se deduce de IV.1.28, que toda sucesion en 
(X,T) -con un numéro finito de puntos de aglomeracion, tiene una 
subsucesion convergente.
Proposicion IV.2.25
Sea (X,T) un espacio topologico, (X',T") un espacio topolo
gico secuencialmente compacto y f ; X  ► X* una aplicacion secuen
cialmente propia de (X,T) en (X ' , T ' ) tal que para todo x' € X* , 
f~^(x‘) es finito (por tanto, f es propia). Entonces (X,T) es 
secuencialmente compacte.
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Demo s tracion ;
Sea 5 = I X I . una sucesion en X y s' = fo S -jf (x )}I nJntN I  ^ n'J nC N
la sucesion en X* imagen por f de S. Como (X* ,T') es secuencial 
mente compacto, existe S" = |f(x^ ^}k€M subsucesion de S* que
converge en (x’,T’). Sean S^ = [ x^ }k€[\j  ^ ) =l ^ 1 » • ’
donde x^ € Lim^, 5“ .
Supongamos que S^ no tiene ninguna subsucesion convergen 
te, para x^Cf~^(Xg) , S^ no converge a x^. Por tanto, existe
X. X  ^ X . X,
V , abierto y existe Sj^  subsucesion de S^ tal que S^ (n)^V ,
para todo n(N,
X X
Como S2 no converge a x^, existe V , abierto y existe
S^^ subsucesion de S^^ tal que S^^(n)^=V  ^ para todo n€N.
X. X
Asi, por induccion , existen V ,...,V  ^ abiertos y una
, X. X
subsucesion Sg, de S^ tal que S^(n)^  V (J • • • U  ^ para
-1 X -, X
todo néN. Como f (x‘ ) CI V U*..Uv  ^ , se tiene queo
X X*
X ' - F (x - (\y ^ U * ‘-  ^) ) es un entorno abierto V ° de
x’
x^ tal que ° , para todo n6N, lo cual es absurdo
ya que * foSg es una subsucesion oe la sucesion S" que conver
ge a x' .
0
Proposicion IV.2.26
Sean (X,T), (x ’ ,t ') espacios topologicos , f;X una
aplicacion^ secuencialmente propia de (X,T) en ( x '  ,t' ) y M'C X* .
Entonces f , :f ) — *. M* es una aplicacion secuen -
f” (M" )
cialmente propia de (f ^(M'),T , ) en (bl' , T j ,) .
(r-!* )
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Demos tracion :
1. fl -, es continua por ser f:X— ^ x'continua de (X,T)
I f -  (M' )
en (X* , T ' ) . 
2. f 1 es cerrada por ser f;X---► x ’ cerrada de (X,T)
en (X' ,T' ).
3. Como para, todo x'ec;', (f , )" (x') = f'”^(x') y
r" (M')
F~ (x' ) es secuencialmente compacto, per ser f secuencialmente
propia, se tiene que f , es secuencialmente propia de
f" (['i')
) en ( l ' i ' , T |  . ) .
f (n ) '
Proposicion IV.2.27
Sean (X,T), ( x ’ , T ' )  espacios topologicos, (X,T) subsecuen
cial, f:X ► x' una aplicacion secuencialmente propia de (X,T)
(x',T‘) y k' un subconjunto secuencialmente compacto de ( x ‘ , T * ) .  
Entonces f ^(K*) es secuencialmente compacto en (X,T).
Demostracion:
Por la proposicion anterior, f 
-1
1 es secuencialmente
propia de (f~ (K*),T| ) en (k'.,T'| *^ ) • Como ) es
F " ( K  )
-1 /..Isecuencialmente compacto, (F (K ),T
(1.1.24) y F
1 ) es subsecuencial
f-l(K')
, es secuencialmente propia y suprayectiva,
F" (K")
por IV.2.23 se tiene que F  ^(K* ) es secuencialmente compacte. 
Proposicion IV.2.28
Sean (X,T), ( x ' , T * ) ,  (X",T") espacios topologicos con
(X,T) subsecuencial, F:X-— ^ x'una aplicacion secuencialmente 
propia de (X,T) en ( x ' , T * )  y g:X' ► X" una aplicacion se -
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cuencialmente propia de (X*,T') en (x",T "). Entonces
gofiX ►X** es una aplicacion secuencialmente propia da (x,T)
en ( X » , T " )  .
Demostracion;
1. gof es una aplicacion continua de (X,T) en (X",T") ya 
que es la composicion oe aplicaciones continuas.
2. gof es una aplicacion cerrada de (X,T) en (X",T") por 
ser composicion de aplicaciones cerradas.
3 .  Para t o d o  X", por ser g secuencialmente propia de 
( x ' , T * )  en (X*‘,TV), g“ (x“ ) es secuencialmente compacto de
(x*,T* ) y por IV.2.27; por ser (X,T) subsecuencial, (g~^(x")) 
=  ( g o f ) ( x “ ) e s  secuencialmente compacto de ( X , T ) .  Asi gof 
es s e c u e n c i a l m e n t e  propia.
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Sean (X,T) un espacio topologico secuencialmente compacta,
(X*,T‘) un espacio topologico y f:X » X* una aplicacion
continua y cerraoa oe (x,T) en (X*,t '}. Entonces f es una apli 
cacion secuencialmente propia de (X,T) en (X*,t ').
Demostracion;
Basta demostrar que para todo x'e X ' , f"^(x') es subcon­
junto secuencialmente compacta de (x,T).
Como para todo x*é x' , {x‘} es un cerrado oe (X* ,T* ), se
tiene que f”^(x*) es un cerrado en (X,T). Asi,por IV.1 , 6  , 
f ^(x') es secuencialmente compacta. Por tanto f es secuen­
cialmente propia,
Proposicion IV.2.2D
Sean (X,T), (x',T*) espacios tccolonicos y f:X > X* era
aplicacion. Se consicerac las sir.uientes afirmaciones:
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a) f es secuencialmente propia de (x,T) en (x',T*).
b) f es una aplicacion continua de (X,T) en (X*,T') y si 
^” {^ nln€|\j sucesion en X y x'cLim^, fog, existen |x^ |k€N”^l
y x€f~^(x') tales que x(Lim^ 5^.
c ) f es una aplicacion continua de (x,T) en (x' ,T*) y si 
S={xJ[^g^ es una sucesion en X y x'fAgl^, fog, existen | kEM~^l
y x€f ^(x*) tales que xCLim g .Entonces se tiene:
I) c)=^b)
II) Si (X,T) es subsecuencial, a)=^c)=^>b).
III) Si (x ’ ,t ') es secuencial, c ) = ^ b ) = > a ) .
Demostracion:
l)Es consecuencia de que todo punto de convergencia de una 
sucesion, es de aglomeracion.
II) Como f;X > x‘ es secuencialmente propia, es numerable
mente propia y asi, por III.2,24 , existe x6f ^(x')OAgl-j. S.
Como (X,T) es subsecuencial ,* existe |x^ |k£(\J “ ^1 Pue
xfLim^S^.
III) Supongamos que (x',T ') es secuencial.
1, f por hipotesis es una aplicacion continua de (X,T) en 
( x '  , T '  ) .
2. Para todo x'ê x ' , f ^(x‘ ) es secuencialmente compacto.
En efecto;
Sea S = • Entonces |f(Xn)}nCN converge
a X* y por tanto existen |x^ }k£N  ^ x€f~^(x') taies que
(^n }k£N converge a x lo cual prueba que f (x*) es secuen
cialmente compacto,
3.f es una aplicacion cerrada de ( X , J )  en (x',T '). En efec
to ;
Sea C un cerrado en (X,T). Veamos que f(C) es un cerra­
do en (x' , T* ).
Sea tal que x^Limjx^j^^^ . Para cada n£N,
sea X €C tal que f (x ) = x' . S e  tiene que S =/x } ^,CE. n n n Ln-)n£f\i
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Como , se tiene, por hipotesis, que existen
K j k & N   ^ x £f'hx ) tales que xCLim V como C es
cerrado, x£C. Asi x' = f(x)€f(C). Luego por ser (x ',t ‘) se­
cuencial f(C) es cerrado.
Corolario IV.2.31
Sean (X,T) un espacio subsecuencial, (x‘ ,T‘ ) un espacio $e
CUencial y f;X ► x' una aplicacion. Entonces las siguientes
afirmaciones son équivalentes:
a) f es secuencialmente propia de ( X , T )  en ( x ‘ , T ' ) .
b) f es una aplicacion continua de (X,T)en (x',T‘ ) y si
S = una sucesion en X y x'€Lim^, fo S , existen
t n  IktfC ^1 y x£F"l(x') tales que xCLim^
^ c ) f  es una aplicacion continua de (X,T) en (x ',  T*) y si
es una sucesion en X y x'c Agl^if o S , existen |x^ }k€i\j“^l
— l k
y x£f“ (x‘ ) taies que xELim^S^ .
üefinicion IV.2.32
Sean (x,T), (X*,T') espacios topologicos y f: X  ► X* una
aplicacion. Se dice que f es una aplicacion cuasi-secuencial- 
mente propia de (X,T) en (X*,T') si:
1. f es una aplicacion continua de (X,T) en (x',T*).
2. Para todo K'C X* subconjunto secuencialmente compacto 
de (x ',T‘), f” ^(K*) es un subconjunto secuencialmente compacto 
e n ( X , T ).
Proposicion IV.2.33
Sea f:(X,T) (X ,T ) una aplicacion continua. Las siguien
tes afirmaciones son équivalentes:
a) f es cuasi-secuencialmente propia.
b) Para toda sucesion (x^inGN *  ^  ^al que j ^
converge a x^ , se verifica que f  ^( [f(x^)| nENjUix^} ) es 
secuencialmente compacto.
-159-
Derros t racion ; 
a ) =s=> b )
Como Jf ( X ) \  , converce a x* , se verifica que 
I \ n'jncN " o
k ’ = {f(x^)| n£ |\lj U  {xg} es secuencialmente compacto. En efecto;
Sea s’ = I x' [ una sucesion cohtenioa en K* • Entonces: I n J ntN
1. Existe n C  h » infinito, tal que S (rn) = x^ para tooo
mtf. Entonces s'| _ es una subsucesion de S* tal que s'l — ► x*
I n I I'l Q
2. Existe M C N ,  infinito,tal que 5' (m ) c|f (x^ ) | n£ N }
para todo m£M. Si {s'(m)|m€r*l} es finito, se sigue que existe
P C  M infinito tal que S' | ^  ■ es constante. Asi s'| p  es una 
subsucesion de S* convergente. Si |s‘ (m) | m6flj es infinito, se 
sicue que s’ |p| es una subsucesion de y por tanto
converge a x^ ,
Asi, por la hipotesis f”^(K’) es secuencialmente compacto,
b ) = i >  a)
UC* c o n i o n r i  1 m o n f o  n n m n a r f n  w  I v
n) n£NSea K ’ secue c al ente co pacto y [x }  ^ C f ^(K* ). En­
tonces K ' lo cual implica que existe ” f(x^ ^}k£N
convergente a x ’^ék' , por tanto {»n J  k£  ^U  ^ U  {><o h
Puesto que por hipotesis f  ^( | F (x^ )} U |x^i ) es secuencial­
mente pompacto ( y contenido en f ^(k' ) ), résulta que jx^ | ^
k
tiene una subsucesion convergente en f ^(K* ), que es subsucesion 
de . Asi pues f ^( k ’ ) es secuencialmente compacto. Lue­
go f es cuasi-secuBncialmente propia.
Proposicion IV.2.34
Sean (X,T), (X’,T ') espacios topologicos con (X,T) subse
cuencial y f :X  ^^x'una aplicacion secuencialmente propia oe
(X,T) en (x‘ ,T*). Entonces f es una aplicacion cuasi-secuencial
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mente propia de (X , T ) en (X’ ,T *). 
f ; emostracion:
Como f es secuencialmente propia, f es una aplicacion con 
tinua de (X,T) en (x',!*).
Como f es secuencialmente propia, por IV,2.27, se verifi­
es que es secuencialmente compacto en (X,T), para
tcüo k ' secuencialmente compacte en (x ',T‘). Por tante f es
c u a s i- s e c u e n c i a1m e n t e propia de ( X , T ) en ( X' ,T ').
Proposicion IV.2.35
Sean (X,T), (X*,T‘) esoacios topologicos con (x’,T')
US-espacio secuencial y f:X ► X* una aplicacion cuasi-secuen -
cialmente pro cia de (x ,T) en (x ‘ ,T'). Entonces f es una acli. ca­
cion secuencialmente propia de (X,T) en (X ',T ').
Demostracion:
Es suficiente demostrar que f es una aplicacion cerrada.
Sea A un cerrado de (X,T) y 1 ^ F (A ) , tal que
(x*} converce a x' . Uomo f ^ ( jx’ | n £ u [ U j x ' j  ) es se-I n n6D - o I n ' ) ^  L -
cuencialmente compacto (IV.2.33), si {x^j ^  ^ es una sucesion
en A tal que f C x ' - x ' , se verifica que existe - x r , _ ^ ' n n * n^ k€ N
subsucesion de jx r , r, contenida en- A que converce a un c unl n * n t !'J ' -
to X oe A,
Asi, por la continuicad de f, jf(x^ ^’k€N converge a f(x^)
y tambien a x^. Luego como (x',T*) es un US-espacio,
x ‘ = f ( x ) £ f / ' A ) .G  ^ o '
Proposicion IV.2.3 6
Sea (X,T) un espacio topologico, (x ’ ,t ’) un espacio topo-
Icgico localmente secuencialmente compacte y f; X X ' un a
aplicacion,. Entonces:
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a) Si (X,T) es regular y f es una aplicacion cuasi-secuen 
cialmente propia de (X,T) en (X*,T‘), se tiene que (X,T) es 
localmente secuencialmente compacto.
b) Si (X*,T‘) es un SKC-espacio (En, particular un US-espa­
cio secuencial) y (X,T) es subsecuencial se verifica que f es 
una aplicacion secuencialmente propia de (X,T) en (X* ,T'),si y 
solamente si, f es una aplicacion cuasi-secuencialmente propia 
de (X,T ) en ( x ‘ , T* ) .
Demostracion ;
a) Para todo x€X, como ( x ' , T * )  es localmente secuencial^
f f X )mente compacte, existe V  ^ entorno secuencialmente compacta 
de f(x) en (X*,T‘). Asi por ser f cuasi-secuen
cialmente propia, es un entorno secuencialmente compacta de x 
en (X,T) y por tanto (x,T) es localmente secuencialmente com­
pacto (IV.2.3).
b) Si f es una aplicacion secuencialmente propia oe (X,T) 
en (X‘,T*), por IV.2.34, f es una aplicacion cuasi-secuencial­
mente propia de (X,T) en (x ',T‘).
Reciprocamente:
Sea f cuasi-secuencialmente propia de (X,T) en (x',t‘), 
Como (x* ,T ') es localmente secuencialmete compacto, para todo 
x'£ x ’ ,.existe entorno secuencialmente compacta de x* en
( x ' ,  T'). Por tanto f [ , • ; f~^(V* ) - - es una
I f ' D /  )
aplicacion continua del espacio secuencialmente compacta, 
-1(f  ^( \J^ ),T _ ) , en (V^ , T ’ i ). Entonces f es una a
(V" ) V*
1 I I
plicacion cerrada oe (f” (V* ), T I -, , ) en (V^ ,t 'I x') ,por
lf"-(V* ) IV'
la definicion de SKC-espacio (o IV.1.2U).
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Asi, por i/,5.22 de (18) f es una aplicacion secuencialmen 
te propia de (X,T) en ( x ' , T ' )  ya que f es cerrada.
Definicion IV.2.37
Sean (X,T), ( x ' , T ' )  espacios topologicos y f : X — ^  X* una 
aplicacion. Se dice que f es una aplicacion F-cuasi-secuencial 
mente propia de (X,T) en (X* ,T ') si:
1. f es una aplicacion continue de (X,T) en (x',T‘).
2. Para todo k'C X ' subconjunto cerrado y secuencialmente 
compacto de (x',t') , f  ^(k' ) es un subconjunto secuencialmente 
compacto de ( x , T ) .
Proposicion IV.2.38
Sean (X,T), (x ',T‘) espacics topologicos y f;X *• x' una
aplicacion, Entonces se tiene:
Si f es cuasi-secuencilmente propia, f es F-cuasi-secuen- 
cialmente propia.
Proposicion IV.2.39
Sean (X,T) un espacio topologico, (x' ,T*) un SKC-espacio
y f:X ► x’ una aplicacion. Las siguientes afirmaciones son
équivalentes :
a) f es una aplicacion cuasi-secuencialmente propia de 
(X.T) en (X',T').
b) f es una aplicacion F-cuasi-secuencialmente propia de 
(X.T) en (X' ,T' )
Demostracion ;
Es consecuencia de la proposicion anterior y de la défini 
cion de SKC-espacio.
Corolario IV.2.40
Sean (X,T), ( X ' , T ‘ ) espacios topologicos con (x’ ,T*) US-es
pacio secuencial y f;X ► x ‘ una aplicacion. Las siguientes
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afirmaciones son équivalentes:
a) f es una aplicacion cuasi-secuencialmente propia der 
(X,T) en ( x '  ,T’ ).
b) f es una aplicacion F-cuasi-secuencialmente propia de 
(X,T) en (X* ,T'),
Demoatracion:
Es consecuencia de la proposicion anterior y de IV.1.2ü. 
Corolario IV.2.41
Sean (X,T) un espacio topologico subsecuencial, (x ‘ ,T‘) un 
SKC-espacio( En particular un US-espacio secuencial), local­
mente secuencialmente compacto y f : X ►x' una aplicacion. Las
siguientes afirmaciones son équivalentes:
a) f es secuencialmente propia de (X,T) en ( x ‘ ,T* ),
b)  f  es cuasi-secuencialmente propia de ( X , T )  en ( x ‘ , T ‘ ) .
c) f es F-cuasi-secuencialmente propia de (X,T) en(x' ,t ' ). 
Qemo stracion:
Es consecuencia de IV.2,39, IV.2,40 y de IV.2.36. 
Proposicion IV.2.42
Sean (X,T), ( x ' , T * )  espacios topologicos, (X,T) secuencial
mente compacto y f:X—— X' una aplicacion continua de (X,T) en 
(x* ,T'). Entonces f es F-cuasi secuencialmente propia. 
Demostr’acion :
Es consecuencia de que todo subconjunto cerrado en un espa 
cio secuencialmente compacto es secuencialmente compacto (IV.I 
6.).
Observacion IV.2.43
Se tienen las siguientes relaciones para una aplicacion f de 
( X , T )  en (x' ,T' ) :
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secuencialmente 
propia
+(X,T) subsecuencial
cuasi-secuencialmente
propia
r-cuasi-secuencialmente 
propia
numerablemenbe
propia
cuasi-numerablemente
propia
F-cuasi-numerablemente
propia
Los siguientes ejemplos establecen la independencia entre- estos 
tipos de aplicaciones;
Secuen.
propia
Cuasi-secuen. 
propia
A t /
t j . A Ej. A
/
/ /
^Ej.D
f
Ej. A
/
/ /
r-cuasi-secuen.
propia
/ E j . D
Numerâb. ^  
propia
Cuasi-numerab. ^  
propia
F-cuasi-numerab
propia
I I I . 2 . 4 0  (2) 1 1 1 . 2 . 4 0 ( 3 )
E j e m p l o s I V . 2 . 4 4
A) Sean (X,T) = ( [0,1] ,T
R ,
) espacio topologico nu
[0.1]
merablemente compacte y que no es secuencialmente compacte(IV. 
2.21), (X',T*) donde x’= {y} conjunto formado por un solo punto
y f;X— ►x'una aplicacion.
Evidentemente f es numerablemente propia y por tanto cuasi- 
numerablemente propia y F-cuasi-numerablemente propia. S in em­
bargo, f no es secuencialmente propia, ni cuasi-secuencialmen­
te propia ,ni F-cuasi-secuencialmente propia.
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^ ) Sea (R,T) ,donde R es el conjunto de los numéros reales
y T = |(x,-»)| x € r } . En este escacio topologico el unico sub- 
con junto secuencialmente compacte y cerrado es el ^ .
Por consiguiente la aplicacion identidad 1^;(R,T^)— ►(RfT) 
donde T es la topolcnia usual sobre el cueroo de los numéros 
reales R, es P-cuasi-secuencialmente propia. Sin embargo, no es 
cuasi-secuencialmente ::ropia, y a que [ 0, ) es secuencialmente
compacte en (R,T) y l^^f L G ,-^ ) ) = [o, ) no es secuencial --1H
mente compacto en (R,T^). 
C) En el espacio topologico (R,T^^),los suhconjuntos secuen 
cialmente compactes, son los finitos, Asi, la aplicacion iden- 
tiaad l^:(R,Tj^)-- ►(R,Tj^l^) , donoe es la topologia discre
ta sobre el con junto de los numéros reales, as cuasi--, ecuen 
cialmente propia. Sin embargo, no es secuencialmente propia ya 
que 1^ no es una aplicacion cerraoa de (R,T^) en (R,T^^).
U) Sean los espacics topologicos (X,T) =(N,T^) y (X*,T')=
= ( [0,l] , T ) . Como f x ' ,T*  "î es compacto y no secuencial
 ^[0,1 ]
mente compacto (IV.2. 21), existe S:X = !\i X' sucesion ta 1 que
ninguna subsuce'sion ce 5 es convergente.
Evidentemente, la aplicacion S es continua de ( x , T )  en 
(X’ ,T'). Por otra parte, see K* secuencialmente compacto en 
( X " , T ' ) .  Se tiene eue S ^(K*) es finite en (X,T) ya que en ce 
so contrario S tendria uns subsucesion convergente en (K* ,t' )
y por tanto en ( x ' , T ' ) .  A si S ^(k') es secuencialmente compac
t o e n ( X , T ) .
Por tanto, S es una aplicacion cuasi-secij en cialmente pro-
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pÎ9 de (X,T) en ( x ‘ , T ' )  .Sin embargo 5 no es cuasi-numerable
meite propia y a que S ^(X*) = X = N no es numerablemente com­
pacte.
Übservese que 5 es F-cuasi-secuencialmente propia, pero 
GU5 no es F-cuasi-numerablemente propia.
Proposicion IV.2.45
a) Si I i ^ j  Gs una familia no vacia de espacios to
pologicos no vacios tel que TT (X.,T.) es localmente secuen-
iei  ^ ^
cialmente compacto, se vérifiea que:
1. es localmente secuencialmente compacto para to
do i6I.
2. Existe F C l f  finito, ta 1 que (X^,T^) es secuencialmen 
te compacto para tooo ièl-F.
b) Sea una familia de espacios topologicos
no vacios, localmente secuencialmente compactes. Supongamos que 
existe li(% I , finito, ta 1 que (X^,Tj^) es secuencialmente compac
to para todo i€I-M y card(î) ^ ^  . Enfonces FT (X.,T.) es
localmente secuencialmente compacto. ------------
c)Si (X,T) es localmente secuencialmente compacto y (X*,T*) 
es localmente numerablemente compacte, se verifica que
(X ,T )X(X* ,T’) es localmente numerablemente compacto.
Demostracion;
a )’ 1. Es consGcuencia de IV.2,14,
2. Sea X 6 FT X. . Por ser ^ ( X . , T . )  localmente se-
itl  ^  ^ i€I  ^ 1
cuencialmente compacto , existe V entorno secuencialmente
compacto de x en T~T (X . , T . ). A si, existe f C I i  finito, tal
16 I  ^ u
que p^('F) = X . , car a, todo i&I-F. Por tanto, por IV,1.11,
(Xf,!^) es secuencialmente compacto para todo i€I-F .
^' Sean x = fx.)., € FT X ■ y un entorno on > en
TT U.iT.)" Se tiene eue %) TT U  ^ tal que existe
i€l lei
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H C I >  finito, con V = X . , para todo jEI-H • Para cada
^i *i
i.61-(H U  M ), sea U = X. y para todo i€ H U  M sea U un entorno
secuencialmente compacto de x. en (X-,T.) contenido en V
X .
Por IV.1.15(c), U a n  li  ^ es un entorno secuencialmente
if I
compacto de x en FT (X.,T.) contenido en V^ . Asi, TT (X.,T.))
i6I 1 1 it I 1 1
es localmente secuencialmente compacto .
^^ Sean ( x , x ‘ )£X x X ' y  ^= U* x U* . Como (X,T) es
localmente secuencialmente compacto, existe V^ entorno de x con
tenido en tal que (V*,T ) es secuencialmente compacto.
V*
Como (X*,T‘) es localmente numerablemente compacto, existe V ,
I I
entorno de x' contenido en U tal que (V ,T* I ,) es numera-
I V*
X x'
blemente compacto, Puesto que V x V es un entorno de (x,x )
en (X,T) X (x',T‘) contenido en  ^ y (V*,TI )x(V*,l' ,),
V" V^
por IV.1.15(d), es numerablemente compacte, résulta que 
(X,T) X (x',T') es localmente numerablemente compacto.
El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el espacio 
cociente de un espacio localmente secuencialmente compacto no 
es un espacio localmente secuencialmente compacto, en general. 
Ejemplo IV.2.46
El espacio topologico (R,T^) es localmente secuencialmente 
compacto, Sin embargo, (r/ z ,T^/Z) no es localmente secuencial­
mente compacto. En efecto:
LZ]
Dado V , entorno de [ Z] en (R/Z, T^/Z ), se verifica que
P  ^(V ) D U ( z  - 5 ,z + 6 ), donde 0 < 6 ^ < 1  . (p:R— ►R/Z ) 
z€Z z z
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5e considéra la sucesion ix =n + . . Enfonces,L n 2 J nciNj '
r , ) , [ Z ]
iVp = una sucesion en V que no tiene ninguna
subsucesion convergente(p( L J ( z - 8  ,z + £  ) - { x |nC%} ) es
ztZ  ^ ^
un entorno de 2 que no contiene a ningun elemento de I y l .
I njn€N
Propbsicion IV.2.47
Sea i » i )} j familia de espacios topologicos no
vacios. Las siguientes afirmaciones son équivalentes:
a) H  (X.,T.) es localmente secuencialmente compacto. 
i€I  ^ ‘
b ) (X^,T^) es localmente secuencialmente compacto para to
do i€ I,
Demostracion:
Es consecuencia de que para todo j€I , X. x •( j } es abierto
e n ^ ( X . , T - ) .  
i6I  ^ ^
Proposicion ÎV.2.48
Sea (X,T) un espacio localmente secuencialmente compacto.
Enfonces, si (X,T) es un SKC-espacio ( En particular, si (X,T)
es un US-espacio secuencial), se verifica que (X,T) es regular.
( En particualr, T^).
Demostracion;
Sean x€X y V^ un entorno de x. Por hipotesis, existe ,
entorno secuencialmente compacto rie x en (X,T) con U^C . Co­
mo (X,T) es un SKC-espacio, es cerrado. Asi, (X,T) es regu­
lar,
(US-espacio secuencial implica SKC-espacio ).
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CAPÎTULO V
NUMERABLE COMPACTIFICACIÛN DE UN ESPACIO TOPOLOGICO 
$1. GENERALIDADES
En este parrafo se definen la numerable compactificacion 
de un espacio topologico y la relacion de preorden entre ellas 
Ademas se establecen propiedades de daracter general de 
estos conceptos.
Definicion V.1.1
Sea (X,T) un espacio topologico. Se dice que ((X* ,T* ),f) 
es una numerable compactificacion de (X,T) si:
1. (X*,T*) es numerablemen te compacto.
2. f (X) = x' .
3. f es un homeomorfismo de (X,T) en (f(x), ^*|f(x)^*
Si ademas ((X' ,T' ),f) satisface la siguiente 4§ condicion, 
se dice que ((X' ,T' ),f) es una F-numerable compactificacion de 
(X,T):
4. Para todo cerrado numerablemente compacto, C, en (X,T)
se verifica que f(C) es cerrado en (X' , T'). 
übservacion V.1.2
a) Toda F-numerable compactificacion ((X* ,T* ),f ) de un es­
pacio T^gf (X,T), tal que (X',T') es T^g es una numerable com­
pact if icacion de (X,T) en el sentido de K. Morita (28).
B)Toda compactificacion ((x',T*),f) de un espacio topolo­
gico (X,T) ,es una numerable compactificacion de ( x , T ) .
C) Toda F-numerable compactificacion (( x ’ , F) >f) oe un es­
pacio topologico (X,T) es una numerable compactificacion de 
(X,T) ( p o r  la definicion).
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D ) ((X*,T*),f) es una numerable compactificacion üe (X,T) 
tal que ( x ' ,T') es un NKC-espacio,(En particular un US-espacio 
secuencial ), (II • l.’l. (c )),( (x‘, T*), f )es unà F-numerable compactif i- 
cacion de (X,T).
E) Si (X,T) es isocompacto y (En particular paracompac- 
to o metrizabiê ) (UI. 2,13, VI. 2.18 ) toda compac tif icacion T o e  
(X,T) es una F-numerable compactificacion T^g de (X,T). Asi, 
todo espacio isocompacto y aomite una F-numerable compacti-
ficacion T^g»
Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto, relaciones 
entre las compactificaciones, las numerable compactificaciones 
y las F-numerable compactificaciones de un espacio topologico 
(X,T), an cuanto a su dependencia.
Ejemplos V.1.3
a ) Con este ejemplo se prueba que existen numerable compac 
tificaciones de un espacio topologico (X,T) que no son compacti 
ficaciones de (X,T).
Sea ( [a,Q3,T) el espacio topologico considerado en III,
2.13. Se demostro, que ( [a,0),T ) es numerablemente
[ a , n )
compacto y no compacto.
Se considéra el espacio topologico ( Y= [ a , T )
=(Y,T|y) . Veamos que (Y ,T|y) no es numerablemente compacto. En 
efecto:
La sucesion definida por x^=a; x^ igual al primer
elemento del con junto no vacio {x€[a,qj)|x>x^j ;....; igual 
al primer elemento del con junto no v a c i o | x € [ a , c O ) | x > x ^   ^j  ;
.... , no tiene punto de aglomeracion en (Y,T|y). El posible 
punto de aglomeracion de debe ser un punto y( [a,a>).
Pero esto lleva a un absurdo, pues si y € [ a , U) ), existe n^EN 
tal que y = x^ . Entonces para = [a,x^ y para
n = n,+2 no existe n€i\i con n,+2 = n < n  y tal que x É [a,x o 1 I o n  n^+1^
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pues = X = d°nde x +1 es el si-
O X J. 1 X
guiente de x , y x ^ x .
"l o  ^"
Asi pues, la sucesion no tiene punto de aglomera­
cion en (Y,T|y) y pdr tanto (Y,T|y) no es numerablemente com­
pacto.
En estas cdndiciones, (( [a,Q.),T ),j), donde j es
[ a . D )
la inclusion j: [a,fT) -juj) *■ [a,iT) es una numerable compac
tificacion de ( Y , T | y )  ya que:
1. ( [ a , 0 ) , T  ) es numerablemente compacto.
[a,ri)
2. La inclusion j: [ a , 0  ) -jooj ► [ a , 0 )  es un homeomor-
fismo de (Y,T|y) en (j(Y)=Y,T|j^y)_y).
3. j(Y) = [ a . n  ) -(u)} = [ a , n  ) .
Pero (( [a,ri),T  ^ ),j) no es una compactificacion de
L a , il)
(Y,Tiw) ya que ( ^a,Q),T ) no es compacto.
[ a , r i )
B ) Este ejemplo pone de manifiesto que existen F-numerable 
compactificaciones de un espacio topologiCo (X,T) que no son 
compactificaciones de (X,T).
Sea (X,T) = ( [a,ri),T ) que es un espacio topolo-
[ a , n )
gico numerablemente compacto. Es évidente que (([a,0),T ),
[a,ri)
1 ra )) as una F-numerable compactificacion de (X,T) la cual
no es una compactificacion de (X,T) ya que ( [a,fl),T )
l a . C ï )
no es compacto.
c) El siguiente ejemplo muestra la independencia entre las
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compactificaciones para un espacio topologico (X,T) y las F-nu 
merables compactificaciones de (X,T).
Sea (X,T) = ( [a,ri),T ) el espacio topologico del
[ a . O )
ej e m p l o  I I I . 2,13 el cual no es compacto.  Se c o n s i d é r a  la co mpac 
tif i c a cio n de A l e x a n d r o f f  (( [ a ,0.1), , j ). Es évid e n t e  que es­
ta c o m p a c t i f i c a c i o n  no es una F - n u m e r a b l e c o m p a c t i f i c a c i o n  de 
(X,T), ya que [ a , 0 )  es ce rr ado en (X,T),p ero j([a,il)) = _ a , 0 )
no es ce rra do  en ((X*= [ a , 0 ] , T * ) , j ) .
( j : [a , 0  )--- ^ Z a » 0  1 es la incl us ion).
D) El siguiente ejemplo muestra la independencia entre las 
numerable compactificaciones de un espacio topologico (X,T) y 
las F-numerable compactificaciones para (X,T).
El ejemplo IV.2.16 muestra que el espacio ((x,Tp),j) ,que 
es la c o m p a c t i f  i c a c i o n  de A l e x a n d r o f f  de ( x ‘ ,T* ), es una n u mer a 
ble c o m p a c t i f i c a c i o n  de (X',T'). Sin em ba rgo ((X,Tp),j) no es 
una F - n u m e r a b l e  c o m p a c t i f  f cacion de (x ‘ ,T') y a que /w))x[a,0.) 
es ce rr ad o y n u m e r a b l e m e n t e  c o m p a c t o  en ( x ‘ ,T' ) y j ( |u)} x[ a ,0. ) ) 
no es c e r r a d o ^ e n  (X,Tp).
El siguiente cuadro resume las relaciones existantes entre 
las compactificaciones, las numerable compactificaciones y las 
F-numerable compactificaciones .
Numerable 
compactificacion
 ^
Compactificion ^  ^ F-numerable
^ /L compactificacion
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Proposicion V.1.4
Sea (X,T) un espacio topologico. Se consideran 
^  = {( (x‘ , T' ), f ) I ( (x\ T‘),f )es una numerable compactif icacion de 
(X,T)j ( resp. ={((x',T'),f)|((X',T'),f) es una
F-numerable compactificacion Oe (X,T)j ), y la relacion binaria, 
■2^ » en 0^ (resp. en definida por
((x',T'),f) ^^((X";T");f*) si y solamente si existe una aplica­
cion continua y sup ray ecti va, g, de (X*‘,T”) en (X* ,T' ) tal que 
el diagrama
X' _^^ --- X"
r
es conmutativo. Entonces ^  es un preorden en (resp. en(fp_^).
Demostracion;
Es evidente que cumple las propiedades reflexive y tran­
sitive.
Proposicion V.1.5
Sea (X,T) un espacio topologico y ( » ^  ) el con junto
preordenado definido en la proposicion anterior (resp.(^^p ,
^  )). Se considéra en (^^(resp. en ) la relacion binaria,
j? , definida por ((X',T'),f) ((X",T"),f') si y solamente si
existe un homeomorfismo, h, de (X",T") en (X‘ ,T") tal que el 
diagrama
es conmutativo. Entonces se tiene;
a) es una relacion de equiValencia,
(Dos numerable compactificaciones (resp, F-numerable compactifi
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caciones) j2- relacionadas, se dicen topologicamente équivalentes.)
b) ^  es compatible con jS .Por tanto, induce una relacion
^  &  
de preorden en (resp. en F-M/jJ, ) que denotaremos por
Demostracion:
a) Es consecuencia de que la identidad, la inversa de un 
homeomorfismo y la composicion de homeomorfismos son homeomor- 
fismos.
b) Es consecuencia Oe la propiedad transitiva de en
(resp. en ) y de que C  .
Sinembargo, veamos con un ejemplo que, en general, - no
^  vAy
es un orden en 6^ /jj (resp. en F-N/^  ).
Ejemplo V.1.6
Se considéra el espacio topologico (X,T), donde X = (2, ) =
{ x6R|x > 2} y T = { (a,-^)|a€(2,^)j .
Sean X ' = x U s ^  , T'= { X U  G | GÊ I T, X " = X U C - 1 , 1 ]
I S
y T" ={x U a | Aé T^I
Es evidente que ((X',T'),j) y ( (X“ ,T” ),j' ) , donde j y j' 
son las inclusiones de X en X* y de X en X" respectivamente, 
son F-numerable compactificaciones de (X,T).
Se tiene que g;X* > X" , definida por:
x' ,si x'CX
g(x' ) = .
x*^  , si x' = (x’j^,xl)éS ,
es una aplicacion continua y suprayectiva Oe ( x'  , T') en (X*',T") 
ta 1 que go j = j'.
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Analogamente, h;X“ ► X* , definida por
I x“ , si x''€ X
h(x")= 1
(cosTtx**, senTfx") , si x"f[-l;l] ,
es una aplicacion continua y suprayectiva de (X'*,T") en (X' ,T' ) 
tal que j = hoj' .
Asi,'((X',T')j) ((X",T"),j') y ((X",T"),j^;4 ((X',T'),j)
y sin embargo, ((X' ,T’ ),j ) ^  ((X",T"),j ') ya que (X',T') y
(X",T") no son homeomorfos.
Sin embargo se tiene el siguiente resultado:
Proposicion V.1.7
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X' , T ' ) , f) , ( (X”,T"),f* ) 
do a numerable compactificaciones (resp. f-numerable compactifi- 
caciones) de (X,T) tales que:
a) ((X',T'),f) 4  ((X",T"),f') y ( (X",T"),f‘ ) 4  ((x',T'),F),
b ) (X' ,T') o (X*',T") es un espacio topologico T^. Entonces 
((X' ,T'),f) ^  ((X",T"), f ’) •
Demostrac ion :
Por la condicion a) se tiene que existe una aplicacion 
continua y suprayectiva ,h, de (X*‘,T") en (X‘ ,T*) tal que hof = f 
y existe una aplicacion continua y suprayectiva, g, de (X' ,T ') 
en (X'\ T " ) tal que gof - f ' .
Se tiene evidentemente que
r(x) ■ ‘'<*1go h
( ^ x " C f ‘ ( x ) ,  X " = f ' (x) goh(x") = goh(f' (x ) = go f (x ) = f ' (x) = x" ) 
Puesto que f ' ( X )  y f ( x )  son subconjuntos densos en (X’',T")
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y en (X',T') respectivamente se tiene que goh =1^,, o hog = 1^
y puesto que h y g son suprayectivas, se verifica que h y g son 
homeomorfismos inverses uno del otro,
Definicion V.1.8
Una numerable compactificacion ((X‘ ,T*),f) de un espacio 
topologico (X,T) (resp. F-numerable compactificacion ) cuyo es­
pacio topologico (X*,T' ) es Tg, se dice que es una numerable
compactificacion de Hausdorff (resp. F-numerable compactifica­
cion de Hausdorff).
Proposicion V.1.9
H f
Sea (X,T) un espacio topologico, |((^* »T’),f) |
((X',T* ),f ) es una numerable compactificacion de Hausdorff de 
(X,T)} ( r a s p .  = {((X',T'),f) I ((X',T'),f) es una F-nume_
rable compactificacion de Hausdorff de (X,T)}) y la relacion 
de equivalencia iobre (respectivamente sobre ) defi­
nida en V.1.5. Entonces una relacion de orden en
(pW ^ H
(rssp. sobre
Demostracion;
Es qonsecuencia de V.1.7 
Proposicion V.1.10
Sea (X,T) un espacio topologico y ((X',T‘),f) una numera­
ble compactificacion de (X,T) con (X',T*) secuencial. (por
V.1.2(D),((X',T'),f) es una Enumerable compactificacion de (x ,T) .
ntonces, f ( x )  es abierto en (X',T‘) si y solamente si (X,T) es 
localmente numerablemente compacto.(La condicion de secuencial 
solo se utilize para demostrar que si (X,T) es localmente com­
pacto, entonces f(X) es abierto en (X',T’) ).
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Demostracion ;
Supongamos que f(X) es abierto en (X',T‘), Comb (X',T') es 
numerablemente compacto y , (X',T‘) es localemente numerablemente
compacto y asi por III.2.10, (f(X),T'| localmente nume
rablemente compacto y por tanto (X,T) es localmente numerable­
mente compacto.
Reciprooamente ; Supongamos que (X,T) es localmente numera­
blemente compacto. Entonces f(x) es localmente numerablemente 
compacto. Como (X',T*) es Tj y secuencial, por III.2.12, exis­
ten G'€T' y C ' cerrado en (X*,T') tales que f(X) = G'Oc'.Como
f(X) * X' se tiene que C' = X' y por tanto f(X) = G*€T*
Ejemplo V . l . l o f  Sean (X#T) y (x'»T*) los espacios topologicos con- 
siderados en I I I #2,13, Se tiene qua ((X,T),j) es una numerable
compactif icacion de ( x ‘, !*)• El espacio (x',T*) es localmente nume­
rablemente compacto y sin embargo X*no es abierto en (X,T).Asi, 
la condicion de ser secuencial el espacio (x*,T*),de la proposi­
cion V,1.10,es esencial.
Proposicion V.1.11
i
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X*,T'),f), ( ( X " , T " ), f')
numerable compactificaciones de (X,T),con (X‘ ,T') I.A.N. y 
(X",T ") y secuencial. Las siguientes afirmaciones son équi­
valentes:
a) ((X",T"),f ) 4  ((%' ,T' ),f )
b) Para todo C^,C2 cerrados en (X,T) con C C g  = ^ tales
que f ' ) n  f ' (C2 ) = ^ se verifica que f(Ci)rif(C2) = ^ .
Demostracion: 
a ) = >  b)
Por ser ((X",T"),f') ((%',T*),f) existe una aplicacion
continua y suprayectiva, h, de (X',T') en (X” ,T”) tal que hof =f' .
Asi, de h(f (C^)rif’(C2))C h«r(C^)nhof (02)= f' (C^)H f  (Cj)
= se concluye que .
b)==>a)
' , I -1Se considéra la aplicacion continua g = f o f de
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(f (X),T»|f (X)) en (X",T") .
Sea xJEX'- f(x), Como (x ',T') es de Frechet, existe
[xJnepjCfCx) tal que x^e Lim^.[x^} 1^. Como (X",T") es nu-
merablemente compacto, existe x“£X”, punto de aglomeracion,
de en (X“ ,T"). Se verifica que x“ es el unico pun
to de aglomeracion de jg(x^)j^^^ . En efecto:
Supongamos que y” es punto de aglomeracion de 
en (X",T"), distinto de xg. Como (X“ ,T") es, , existen
Il y  II J( Il y  i f
V ° , V ° taies que V ° H  V ° » . Asf,por hipotesis, toman-
y  II
do Cj^ = f~^(V °) y Cg = f'" (V °) , se tiene que
1 ^  1 VZ  1 xT
)”  (V ) n  g" (V ) -  ^ y por tanto X’ = ( x ' -  g" (V ) ) (J
1 y‘* y"
( x' - g (V °) ) • Supongamos que x^X* - g  ^(V °). Entonces,
y,"
existe n^€ N tal que x^ E x' - g~ (V °) , para todu n^  n^.
y"
Como V °njg(x^)| n^>ngj = ^ , se verifica que y” no es
punto de aglomeracion de jg(x^)j^^^ . -----
* “1 ^ 0  De forma analogs se prueba que si x^( x ' -  g (V ), enton
ces no es punto de aglomeracion de . Asi,
{g(Xn)}nCN tiene un unico punto de aglomeracion y como (X” ,T”) 
es numerablemente compacte, por UIII.1.5(II)(d) de (23), se 
verifica que |g(x^)j^^^ converge en (X",T").
Veamos que si {^ninGN otra sucesion en f(X) tal que
*cfLimy, (y^jnCN' se verifica que {9(yn)}n€N converge al mismo 
punto al que converge ^g(x^)j^^^ . En efecto:
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Se considéra [z^InCN por = x^ y Zzo-l^^n '
para todo n€N . Se tiene que {znlnCN*- X *‘o ^ ^ n l  n4N
Asi, Lim,p,[g(2 ^)}^^j^ =2|;€X".Por tanto x«= LimT.jgfzg^)}
= Lim,f„jg(z2n_i)}.
n€N ^o”
n(N= Y2 '
Se considéra la aplicacion g:X* ► X” definida por;
g(x') = LimT|g(x^)}nCN ' dûnde {x'^ j rf(x) y Lim^.jx;,} x
Por VI1.6.23(b) ce(13), se verifica que g es una aplica-
f ( x )cion continua de (X',T') en (X*‘,T”) tal que g
Ademas, como g(x’ ) es numerablemente compacto en (X",T "), 
por III.1.21, se tiene que g(x') es cerrado en (X",T"). Tenien- 
do en cuenta que g(X*)3f'(X) se concluye que g(X') = X". Asi,
((X‘,T'),f) ^  ((X",T"), f').
Corolario V.1.12
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X',T*),f), ( (X**, T " ), f ' )
numerable compactificaciones de (X,T), taies que (X*,T*) y 
(X", ) cumplen elI.A.N.. Las siguientes afirmaciones son equi
valantes:
a ) ((X’,T'),f) y ((X",T"),f*) son topologicamente équiva­
lantes.
b )' Para todo C^,C2 subcon juntos cerrados en (X,T) y disjun
tos, se verifica que f* (C^ ) ^  f ' (C^) = si, y solamente si
f(c^ )nf(c2) = .
Demostracion:
Es consecuencia del resultado anterior y de V.1.7.
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i>2. NUMERABLES COflP ACT I FI C AC I 0 NES POR UN SOLD PUNTO
En este parrafo, se introduce la F-numerable compactifica­
cion de Alexandroff y se realize un estudio paralelo a las com­
pactif icaciones de Alexandroff usuales,
Definicion V.2.1
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X*,T'),f) una F-nume­
rable compactificacion de (X,T). Se dice que ((x',T'),f) es una 
F-numerable compactificacion de (X,T) por n-puntos, si X*- f(X) 
consta de n e l e m e n t o s .
Proposicion V.2.2
Sean (X,T) un espacio topologico no numerablemente compac­
to. Se considéra X* = X {00} , donde oo^X y T* = T X* |
X -G es un cerrado y numerablemente compacto en (X,T)j . En­
tonces ((X*,T*),j) dende j es la inclusion de X en X* es una F- 
numerable compactificacion por un solo punto de (X,T). 
Demostracion:
1. T es una topologia en X 
a ) E T C  T* ; X*€T* ya que X*- X* = ^ es cerrado y numerable
mente compacto en (X,T).
b) Si G^.CgFT , G j^ O G 2 € T C T *  .
Si G^eT y Gj = G* , G ^ H C g  = (X - (x’-Gj ) ) € T C  T* .
Si G^ = G* y Cg = G* , X* -(G*nG*) =(X*- G*)U(X*-G* ) 
que es cerrado y numerablemente compacto en (X,T). Por tanto
c) sea {G*j,^jCT*. Si d ,  U  c ' E T C T * .
Supongamos que existe i^EI tal que cf ^  T. Entonces
o
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X* - u G?  = ri (X*- G* ) C X *  - G? . Asi X* - U G* es cerra 
iél  ^ i€I  ^ ^0 ICI 1
do y numerablemente compacto en (X,T). Por tanto Pj G* € T* .
iél ^
Q A  I ^  4^
2* T X ~ T > y® que si X' - G es cerrado y numerablemen­
te compacto en (X,T), G*Q X = X - (X - G*) € T. Por tanto, j es 
un homeomorfismo de (X,T) en (X,T* _).
3Q X = X* , ya que (X^ - {Oo} = X no es numerable­
mente compacto).
4, (x ,T ) es numerablemente compacte. En efecto;
Sea un recubrimiento numerable de abiertos de(X*,T*),
Entonces existe n^6N tal que OO £ a . Por tanto, X* - A es
o o
g
cerrado y numerablemente compacto en (X,T). Por 2. se tieoe 
que |A^ri(X* - A^ )}n€N-|n j recubrimiento abierto de
X* - A . Asi, existe F C N  -jn^j, finito, tal que X* - A = 
o G
U  T a n  (X* - A )1 . Por tanto X* = A M  ( W  A ) . 
n€F  ^ ^o o nèF
Q
5 . Sea C un cerraoo numerablemente compacto de (X,T). Se 
tiene que j(C) = C es cerrado en (X*,T*), ya que x*-CE T*.
Asi queda probado que ((X*,T*),j) es una F-numerable com­
pac tif icacion de (X,T).
Definicion.V.2.3
A la F-numerable compactificacion ((X*,T*),j) de (X,T), 
construida en U.2.2, se le llama de Alexandroff.
Proposicion V.2.4
Sean (X,T) un espacio topologico no numerablemente compac­
to y ((X*,T*),j) la F-numerable compactificacion de Alexanoroff.
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Entonces se tiene;
♦ .w*(X ,T ) es T^<=::==> (X, T ) es . 
Demostracion;
Es consecuencia de que Tj^  es hereditario.
( < =  ) En efecto ;
Basta considerar, por ser XET, el caso en que se tengan 
puntos distintos siendo uno de ellos oo .
Para todo x€X, como |x} es cerrado y numerablemente compac
to, X^ - {x} es entorno abierto de Oû que no contiene a x . A-
demas X es un entorno de x que no contiene a oo ,
Proposicion V.2.5 (Teorema de Alexandroff para las F-numerables
compactificaciones)
Sea (X,T) un espacio topologico no numerablemente compacto
y Entonces:
a) (X,T) admite una F-numerable compactificacion por 
un solo punto,
b) Dos F-numerable compactificaciones por un solo punto 
de (X,T) son topologicamente équivalentes.
Demostracion;
a) Basta considerar la F-numerable compactificacion de 
Alexandroff de ( x , T ) .
b) Sean ((X',T'),f), ((X",T"),f') dospnumerable compactif!
caciones por un solo punto y de (X,T). Sean { = x’ - f(X)
y |oo'}= X” - f* ( x ) .  Se considéra la aplicacion h;X*— ► X" defi 
nida por
f f'o ) , si X '  .
h(x' ) =
oo' , si X* - CO ,
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Se tiene que hof = f* y h es biyectiva. Veamos que h es 
un homeomorfismo,
Sea G* € T * • Si 00 ' ^G* , h(G*) = f*f ^(G‘) que es un abier­
to en (f'(X),T” ) y como f'(X) es abierto en (X",T"), se
f'(x)
tiene que h(G*)ET".
Si 00*C g' , X* - G* es cerrado y numerablemente compacto en
(f(x),T* ). Por tanto h(x’- G*) =fof ^(x'- G’ ) es cerrado
f(X)
y numerablemente compacto en (f’ (X),T“ ). Por consiguien-
f'(X)
te h (x - G') = X" -  h(G’) es cerrado y numerablemente compacto 
en (X",T ") .Asi h(G*)éI".. Luego h es una aplicacion abierta.
, -1 ^
De forma analoga se prueba que h es una aplicacion a-
bierta y por tanto que h es un homeomorfismo.
Proposicion V.2.6
Sea (X,T) un espacio topologico no numerablemente compacto. 
Entonces se tiene:
a) La F-numerable compactificacion de Alexandroff de (X ,T ), 
((X*,T*),j) es Tg > I ) (X,T) es T^. Il) Para todo x€X exis­
te V^ cerrado y numerablemente compacto en (X,T).
b) (X,T) admite una F-numerable compactificacion T2 por un 
solo punto <==^ I) (X,T) es Tg. Il) Para todo xEX existe V* 
cerrado' y numerablemente compacto en (X,T).
Demostracion:
a) ( ' f = = ) .
Como XET* y (X,l) es T2 es suficiente considerar dos pun­
tos distintos con uno de ellos igual a 00 ,
Sea x€X. Por hipotesis, existe V^ cerrado y numerablemen
compacto en (X,l). Entonces X - V* = V°^  y V^ V* = ^ .
b) (==>)*
Sea ( (x* ,T* ),f ) una F-numerable compactificacion T2 por un
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solo punto de (X,T). Como el axioma T2 es una propiedad topolo- 
gica hereditaria, se tiene que (X,T) es T2#
Sea x€X . Como (X*,T*) es T2, existen
\j^ y x ' -  f ( X ) )  abiertos en (X',T‘ ) y tales que
yf(x)pjV^ = . Entonces x’ - V D  x ' - V  es ce­
rrado en (X*,T’) y por tanto es numerablemente compacto en(x',T').
Como x' - C  f(X), V* = f ^(X'- ) es un entorno ce­
rrado y numerablemente compacto de x en (X,T).
Las otras implicaciones de a) y b), son consecuencia
de los anteriores.
Proposicion V.2.7
Sea (X,T) un espacio topologico .Entonces se tiene;
a) ((X*,T*),j) es T3 < = >  is (X,T) es T3 . 2B Para
todo cerrado C y numerablemente compacto, existen GET y C*cerra 
do y numerablemente compacto en (X,T) tales que c C g C c ’ •
(Por tanto, (X,T) es localmente numerablemente compacto).
b ) (X,T) admite una F-numerable compactificacion T3,por
un solo punto, ( (x' ,T*),f) is (X,T) es T3. 2S Para
todo cerrado y numerablemente compacto C, existen GET y C' cerra 
do y numerablemente compacto tales que c C g CC^ . ( Por tanto,
(X,T) es localmente numerablemente compacto).
Demostracion;
a ) ( < =  )
Sea un entorno abierto de 00 , X* - = C es cerrado
y numerablemente compacto en (X,T) por la definicion de T^ .
Por hipotesis, existen GET y C* cerrado y numerablemente 
compacto tales que C C G C C *  . Por tanto:
= X* - c' (: X* - G(: (V^C X*- G ).
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Sea x€X y abierto en (X*,T*) . Como X es abierto en
(X*,T*) .podemos suponer que es abierto en (X,T). Como (X,T)
es localgente numerablemente compacto y regular, existe ce-
.X ,,x « _ , . .Xrrado y numerablemente compacto tal que U C  V • Asi U es
3un entorno cerrado de x en (X*,T*). Luego (X*,T*) es To.
b) ( = ^ )
Sea ((x',T*),f) una F-numerable compactificacion T^ por 
un solo punto de (X,T). Como el axioma T^ es una propiedad to­
pologies hereditaria, se tiene que (X,T) es T^. Asi pues se ve­
rifica IB,
Sea C un cerrado y numerablemente compacto an (X,T). Como 
((X’,T*),f) es una F-numerable compactificacion por un solo pun
to, f(C) es cerrado y numerablemente compacto en (X* ,T*); por 
tanto X* - f (c) es entorno abierto de oo ,
Por ser (X',T*) T^ , existe \J ^  tal que ^  ^ Z)
Asi f(c) = X'- V ^ C X ' -  \I^ , siendo x' - V ^ C  f (X)
abierto en (X* ,T* ) y por tanto en (f(x),T* ) y X* - \J
f (X)
cerrado y numerablemente compacto en (x',T*).
.-1Entonces tomando G* = f (x’- \ J ) abierto en (X,T) y
C* = f"^(X*- ) cerrado y numerablemente compacto en (X,T)
se tiene que C C G * C C * .  Luego se verifica 2B(b).
Las otras implicaciones de a) y b), son consecuencia de 
las anteriores.
Proposicion V.2.8
Sea (X,T) un espacio topologico. Entonces se tiene: 
a ) ((X*,T*),j) es T^^ < ^ = = ^  IB (X,T) es T^^. 23 Para
_1QC-
todo AC X cerrado y numerablemente compacto en (X,T) existe
f: (X.T)-- »- ( [0,1] ,T, ) continua y existe B C  X cerra[0,1]
do y numerablemente compacto en (X,T) tales que f(A) ={oj y 
f(X - B)  = {l] . (Esta condicion implica 23) de V,2.7(a) y por 
tanto (X,T) es localmente numerablemente compacto).
b) (28 ) (X,T) admite una F-numerable compactificacion
^3a un solo punto ((X* ,T’),f) <===rn>i) (X,T) es
ii) para todo A C  X cerrado y numerablemente compacto en (X,T),
existe h: (X,T) >- ( Lü,l] ,T ) aplicacion continua y
 ^[ 0,1]
existe B C  X cerrado y numerablemente compacto en (X,T) tales 
que h(A) = {o} y h(X - B) = [ij . (Esta condicion implica
28) de V.2.7(b) y por tanto (X,T) es localemente numerablemen­
te compacto),
Demostracion:
a) ( < =  )
Sea C"*** un cerrado en (X*,T*) y x ^ C *  . Entonces
X^ - C*£ Por tanto X*  - G€T o X* - C* = G* .
Supongamos que X - C = G
Entonces x6 G C X  y C * 0  X = C* -{oo} es cerrado en (X,T).
[Q,1]
Por tanto, como (X,T) es existe g;(X,T)— »([0,1],T^
aplicacion continua tal que g(x) = 0 y g(C^Q X ) = jl} .
Por 23, para A = {x} , numerablemente compacto y cerrado,
existen B cerrado y numerablemente compacto en (X,T) y
h: (X,T)--- »([ü,l],T ) aplicacion continua taies que
[0,1]
h(x) = 0 y h(X - B) = jl} .
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Se tiene que g+h es una aplicacion continua de (X,T) en
(Ce,2] ,T, ) tal que (g+h)(x) = o y (g+h)(y) ^ 1, para
[0,2]
todo y £ (X - B)lJ(C*r|X) = Y.
Se considéra la aplicacion k: [ )  ► [ 0,1] cuya gra-
fica es
Entonces la aplicacion continua ko (g + h) cumple que 
Qko(g+h)](x) = 0 y [ko(g+h)](V) = jl} .
Se considéra la aplicacion #:X- »- [ 0 ,1 ] definida por
0^ 1^  = ko (g + h) y cx(oo) = 1. Se tiene evidentemente que ex' es
una aplicacion continua de (X*,T*) en ( [0,l] ,T
que (X(x) = 0 y c<(C^ ) = {l] .
+ y its
Supongamos que X - C = G .
[ 0,1]) tal
Entonces C es cerrado y numerablemente compacto en (X,T).
Existen f:(x,T)--->-( Co,l] , T [0.1] )
aplicacion continua y B C X  cerrado y numerablemente compacto 
tales que f(C*) = (o} y f(X - B) = {l} .
Sea f : X* >■ CO,l] la aplicaci:n definida por f ^ = f
y f (oo ) = 1.
Se tiene que T es apli^^aci^n conti^nua de (X*iT*] en
( [ 0 , 1 ] , [  0 .1 ] ) , f (oo) = 1 y f ( C » )  ={oJ .
Si x^sC* y x^oo varnos a distincuir dos casos :
[ o . l ]
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A^) Que B. Entonces résulta que f(C*) = { o } y f(x) = 1
ya que x ^  B .
Ag) Que x€B. Entonces se considéra g : X— ^ [0,il,apiica­
cion continua de (X,T) en ( [0,1J ,T^ ), tal que g(C*)= (o}
C 0 J il
y g(x) = 1. Por tanto f+g es una aplicacion continua de (X,T)
en ( C0,2],T ) tal que (g+f)(C*) = { o }  y (g+f)(y)^l
[0,2]
para todo y€(X - B)(j{x] . Entonces ko(g+f) cumple que
[ko (g+f )] (C*) = {ü} y [ ko (g + f )] ( (X - B)U(xj) = {l} .
Se considéra o^:X —^ >■ [0,ll definida por : 
ex'Ix = ko(g + f) y cX(oo ) =, 1
aplicacion continua de (X*; T^) en ( Lo,ll,T^
Evidentemente se tiene que ot(C*) = {o} y (x(x ) = 1,
Asi (X*,T*) es completamente regular . Como (X,T) es , 
se tiene que (X*,T*) es y por tanto (X*,T*) es
b) { = > )
i) Por ser hereditario y propiedad topologica, se veri
fica que (X,T) es T^g»
ii) Sea a C x un cerrado y numerablemente compacto en (X,T). 
Entoncqs f(A) es cerrado y numerablementè compacto en (x',T*),
Como (x* ;T*) es existe g:X*— ^ C 0,ll aplicacion continua
de (x',T') en ([0,1J ,T ) tal que g(f(A)) = {o} y
L 0,ll
g ( )  = {1} con entorno abierto.
Se consideran h = g| o f  y B = f ^(x^ - ) . Entonces
lr(x)
se tiene que h(A) = {o} y h(X - B ) = { l }  .
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Las otras implicaciones a) y b) son consecuencia de las 
anteriores.
Proposicion W.2.9
Sea (X,T) un espacio topologico no numerablemente com­
pacte y tal que para todo C C X  cerrado y numerabiemente corn - 
pacto* existe CET y existe cerrado y numerabiemente compâcto 
cqn C C G C C *  . Entonces , ((X*,T*),j) es T^.
Demostracion:
Por la proposicion V.2.4, (X*,T*) es si y solamente si 
(X,T) es , por tanto, es suficiente demostrar que (X*,T*) es
normal*
Sean dos cerrados, no vacios de (X*,T*) y taies que
C^n Cg =  ^ .
Se pueden presenter dos casos;
19) Si Cj^jCjCX, como T*  ^ = T , se tiene que son
cerrados y no vacios de (X,T). Puesto que (X,T) es normal, exis
ten taies que C G , ^ 2 ^  ^ 2  ^ G ^ H C g  = ^ . Luego
se verifies,en este caso,la condicion para que (X*,T*) sea 
normal,
29) Supnngamos que oo€C2« Se tiene que C g A  X = C2 -{oû} es 
un cerrado en (X,T).
Como C^ es cerrado en (X*,T*), es numerabiemente compacte. 
Pero Gj^C X, luego Cj^  es cerrado y numerabiemente compacte en 
(X,T). Por tanto, por la hipotesis, existe G C  X - ([2 !^ X ), G£T 
y existe C* cerrado y numerabiemente compacte en (X,T) ta 1 que 
G 2 G  G G  G * . Puesto que (X,T) es normal, existe A€T tal que
Cj^G A C  A G  G G  g' , siendo % cerrado en la topologia T*|^ ,
luego %  es cerrado y numerabiemente compacte en (X,T),
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Asi se tiene que ;
A 6 T C T *  y CgCZ** - 'a € T* y tales que a PI (X*-^) = 0.
Luego se verifies tambien para estecaso la condicion para que(x*,T*)
sea normal.
Corolario V.2.1G
Sea (X,T) un espacio topologico no numerabiemente com­
pacte y tal que para todo c C  X cerrado y numerabiemente com­
pacte, existe G€T y existe c’ cerrado y numerabiemente compac- 
to con C C g G C *  • Entonces se tiene que toda E-numerable com­
pact if icacion por un solo punto y es T^.
Demostracion;
Por la proposicion anterior, ((X*,T*),j) es .
Sea ( (x* ,T'),f) una F-numerable compactificacion por un 
solo punto T . Como ((X*,T*),j) es , résulta que ambas com­
pactif icaciones son topologicamente équivalentes (V.2.5).
A si pues, ((X* ,T' ),f) es .
Gbservacion V.2.11
La proposicion V.2.9 implica el corolario 5.2 de (2 6), ya 
que para Morita,todos los espacios que considéra son y por
tanto la condicion impuesta en V.2.9, para todo cerrado y nume­
rabiemente compacte es ya valida.
Proposicion V.2.12
Sean (X,T), (X*T*) espacios topologicos no numerabiemente
compactes y f :X ^ X* una aplicacion. Se considéra las numera-
bles compactificaciones de Alexandroff de (X,T) y (X',T*),
((X*,T*),j) y ((x'*,T'*),j') respectivamente y
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Entonces f*:(X*,T*) ^(X'*,T**) es continua si y solamente si
f* : X -— ► x’* definida por :
= f
f:(X,T)— ► (X ,T ) es F-cuasi-numerablemente propia.
Demostracion:
l) f*^ : (X*,T*)--- »(x'*,T'*) es continua.
a) = T y T
I *
= t ’ implican que f : (X , T )— >. (X ' , T * )
continua.
b) Para todo K* cerrado y numerabiemente compacte en (x',T’) 
se sigue que = x\* - K*6 T* * . Asi, (f*)  ^(V ^  ) =
= X* - (k ' ) = \
Por tanto es numerabiemente compacte. Luego
f:(X,T)-- > (x',T*) es F-cuasi numerabiemente propia,
II) f:(X,T)------ ► (X* , T* ) es F-cuasi-numerablemente propia.
Para todo x€X, f* es continua en x, ya que X£T* . Veamos
que f^ es continua en a) .
C O  Ê ^  c O  f  A  f  I
Para todo V £ T se deduce que \J = X ~ K, con K ce­
rrado y numerabiemente compacte en (X*,T*). Asf, (f*)”^(V^ )=
X* - f~^(K')£ T* . Por tanto, f* es continua en co . Luego
F*:(X*,T*)-- ► (x'*,T**) es continua .
Corolario V.2.13
Sean (X,T), (x',T') espacios topologicos no numerabiemente
compactes, (X* ,T *) un NKC-espacio y f;X ^ X* una aplicacion.
Se consideran las numerable compactificaciones de Alexandroff 
de (X,T) y (x ’ ,T') , ((X*,T*),j) y ((x'*,T'*),j*) respectiva-
mente y f * : X^ ^ X* * definida por ; f^  ^ = f , f * ( co ) = a)* .
Entonces f . (X , y ) (x'*,T**\ es continue si y solamente
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si f:(X,T) ►-(X*,T‘) es cua si-numerablemen te propia,
DemOstracion;
Es consecuencia de la proposicion anterior y de 111,2.31.
Corolario V.2.14
Sean (X,T), (x',T') espacios topologicos no numerabiemente
compactes, (x',T*) un NKC-espacio localmente numerabiemente com
pacte y f ;X X* una aplicacion . Se consideran las numerable
compactificaciones de Alexandroff de (X,T) y (X',T'),
((X*,T*),j) y ((x'*,T**),j') respectivamente y f*:X-— » x'*
definida por: f* ^ = f , f*(oo) =(^' .Entonces
f*:(X*,T*)---^(X**,T**) es continua, si y solamente si,
f : ( X ,T)--- > (X',T') es numerabiemente propia.
Demostracion:
Es consecuencia de la proposicion V.2.12 y de III.2.33, 
Proposicion V.2.15
Sean (X,T) un espacio topologico no numerabiemente compacto 
y localmente numerabiemente compacto,((X*,T*),j) la numerable 
compactificacion de Alexandroff de (X,T) y ( (X* ,T* ),f) una nume­
rable compactificacion de (X,T) con (X',T') y secuencial (por
V.1.2 (D), ( (X' ,T’ ),f ) es una F-numerable compactificacion de(X,T) )♦ 
Entonces, ((X*,T*),j) ^  ((X* ,T* ),f ).
Demo stracion;
Se considéra la aplicacion suprayectiva h;x'— :► X* ,definioa
) si x'^ f(x)
.Es suficiente demostrar que
^  si x'^f(X)
h es continua. Sea AtT* . Si A = GeT, se tiene que h”^(G)=f(G) 
es abierto en (f(x),T^^^^^) y por V.l.lQ, h*^(G) es abierto en 
(X',T'). Si A=G*€ T*, se tiene que X* - G* es cerrado y nume-
rablemente compacto en (X,T). Asi, f(X*- G*) = h ^(X*- G*)
■ ic:-
x ’ - h" (G*) es cerrado en (x',T*) y por tanto h" V .
Ejemplo y.2.16 CiA^'"
Se considéra el espacio topologico (X*,T') “Plaça de Tycho- 
noff“, del ejemplo IV.2.16. Se tiene que ( x ‘ #T‘) es T^g no nume­
rabiemente compacto y localmente numerabiemente compacto. Ademas, 
(x‘,T*) no cumple la condicion 2â de V.2.7(a). Asi, por V.2.6(a) 
y V.2.7(a), se tiene que si ((x'*,T'*),j) es la numerable com­
pactif icacion de Alexandroff de (x',T‘), (x'*,T'*) es y no es 
(Se tiene asi un ejemplo de un espacio numerabiemente compac­
to y Tg que no es Tg(vease III.1.2ü)).Esto prueba que (x'*,T'*)
08 numerabiemente compacto y no compacto. Por otro lado,
( ( [ a , co] X [a,fï] , Tp),i) es la compactif icacion de Alexandroff de 
(x',T*). Por lo anterior, los espacios (x'*,T'*) y (Ca,u3 ]x[a ,nl, Tp ) 
no son homeomorfos. Se tienenasi dos numerables compactifica - 
cionea Tg y por un solo punto de ( x ' ,T') que no son topologica- 
mente équivalentes (comparese con V.2.5(b)), Por ultimo, 
((x'*,T'*),j)^^(([a,w]xCa,ri],Tp),i) ya que X ' (u)} xC a,0)
es abierto en (x'*,T'*) y sin embargo [a,a)] xCa,n]-{u)jxLa,n ) 
no es abierto en ([ a , co H x[a , H  J, Tp ).
Veamos por ultimo otra descripcion de la topologia de la 
numerable compactificacion de Alexandroff de un espacio dado. 
Proposicion V.2.17
Sea (X,T) un espacio topologico no numerabiemente compacto.
Se consideran ((X*,T*),j) la numerable compactificacion de Ale­
xandroff de (X,T) y H(X) el conjunto de sucesiones de X que no 
tienen punto de aglomeracion en (X,T). Entdnces, T* = T(j[uCx* 
ooeü, U -{oo}£T y todo elemento de Z(X) esta frecuentemente 
en uj . Ademas, todo elemento de E(X) tiene a oo como unico pun­
to de aglomeracion en (X*,T*).
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Demostracion;
Sea G*€ ( G^^T), Entonces, X^- G* es cerrado y numera­
biemente compacta en (X,T) y oo €G^. por otra parte, G* -{oo}=
X - (X*-G*) £ T • Veamos por ultimo que todo elemento de Z(X) 
esta frecuentemente en G*. En efecto:
Supongamos que ^(x) y que no esta frecuen-
temente en G^. Entonces, existe n^EN tal que x ^ £ X*-G* para to­
do n - n ^ . Como x * - G *  es numerabiemente compacto y cerrado, exis* 
ta (X*-G'‘)nfigl^{x^}^ ="*1
contradice la definicion de Z(x).
Reciprocamente:
Sea U C  X* con o o £ ü ,  Ü - { c o } £  T y todo elemento de Z ( x )  
esta frecuentemente en U. Se tiene que X* - U =X - ( X - ‘(co}) es 
cerrado en (X,T). Por otro lado si , j^n^nCN una sucesion en
X*^  - U, se tiene que |*n}n£N^3C(*)' tanto, jx^inEN tiene
un punto de aglomeracion en (X,T) y como X*- U es cerrado, se 
concluye que X* -U es numerabiemente compacto en (X,T). Asf, * 
U C T *  .
Por la descripcion anterior de la topologia T* , es éviden­
te queCX)€Agl^^ {^n)n£N todo jx^jnCN ^ " Ademas por
la construccion de H(X), x ^  Agi *(*njn£N P^^a todo x€X y
todo |%h}n6N C 5I(X), ya que T'
T
X = T
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CAPITULO VI
SECUENCIALES COMPACTIFICACIONES DE UN ESPACIO TOPOLOGICO
6 1. g e n e r a l i d a d e s
En este parrafo, se definen las secuenciales compactifica­
ciones de un espacio topologico y la relacion de preorden entre 
ellas.
Ademas, se establecen propiedades de caracter general de 
estos conceptos.
Definicion VI.1.1
Sea (X,T) un espacio topologico. Se dice que((X* ,T* ), f) es 
una secuencial compactificacion de (X,T) si:
19, (X*,T*) es secuencialmente compacto.
29. f ( x )  = x' .
3 9, f es un homeomorfismo de (X,T) en (f(X),T*
Si ademas ((X*,T'),f) satisface la condicion 4i siguiente, 
se dice que ((X*,T’),f) es una F-secuencial compactificacion de 
(X,T) :
4 9, Para todo cerrado secuencialmente compacto, C, en (X,T), 
se verifies que f(C) es cerrado en (x’ , T' ) .
Observacion VI.1.2
a ) Si ( ( x ’ , T ' ) , f )  es una secuencial compactificacion de 
(X,T) tal que (X',T ') es un SKC-espacio, (En particular un US- 
espacio secuencial), (11.1.1(d)), ((X* ,T '),f) es una F-secuen-
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cial compactificacion de (X,T).
B) Por la definicion de F-secuencial compactificacion se 
tiene que toda F-secuencial compactificacion es una secuencial 
compactificacion de un espacio topologico (X,T).
Sin embargo, el ejemplo IV.2.16 muestra que el espacio 
((X,Tp),j) que es la compact if icacion de Alexandroff de (X* ,T* ) 
es una secuencial compactificacion de (X*,T*) que no es una 
F-secuencial compact if icacion de (X’,T') ya que | a)} x [ a ,0_ ) es 
cerrado y secuencialmente compacto en ( x ' , T * )  pero j ( {pj}  xC a ,iTl ) ) 
no es cerrado en (X,Tp).
Este ejemplo seMala la independencia entre las secuenciales 
compactificaciones y las F-secuenciales compactificaciones para 
un espacio topologico (X,T).
Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto la independen­
cia entre las secuenciales compactificaciones, F-secuenciales 
compactificaciones y las compactificaciones sobre un espacio to 
pologico (X,T).
Eiemplo VI.1.3
A^) Este ejemplo muestra que existen espacios (X,T) que 
tienen compactificaciones que no son secuenciales compactifica 
ciones.
[0,1]
Puesto que (_ 0,1], ) es compacto y no es se-
[0,1]
cuencialmente compacto, ((LO,l]),T^
[ 0,1]
) , 1„) es une com-[0,1]
pactificacion que no es una secuencial compactificacion.
B^) El ejemplo anterior senala la independencia entre las 
compactificaciones y las F-secuenciales compactificaciones.
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) El espacio del ejemplo A de V.1.3, (La,0.),T
es secuencialmente compacto y no compacto, Para 0)6 [a,O),
La,LI)
se considéra el espacio topologico (Y= [ a , n )  ,T| ^) el
cual no es secuencialmente compacto ya que no es numerabiemen­
te compacto. En estas ccndiciones (([ a , 0 ) > T  )>j) don-
L 3,0.)
de j es la inclusion de La,0)-{o)} en [ a ), es una secuerv - 
cial compactificacion de (Y,T|y ) que no es una compactificacion 
de (V,T|y). Este ejemplo, por tanto, pone de manifiesto la in­
dependencia entre las secuenciales compactificaciones de un es­
pacio (X,T) y las compactificaciones de dicho espacio.
D^) El siguiente ejemplo prueba que existe una F-secuencial 
compactificacion para un espacio topologico (X,T) que no es una 
compact ificacion de (x,T).
Puesto que ( L a , 0 ),T ) es secuencialmente compacto,
[ 3,0 . )
( ( [ a,0-),T ) » Ir rr \ ) es una F-secuencial compactif ica-
[a.fl)
cion de ( L a , 0 ),T ) que no es una compactificacion,
[ 3 , 0  ) .
) no es compacto.
L 3 , 0 )
ya que ( L a , 0 ) , T
Gbservacion VI.1.4 
T) Toda secuencial compactificacion es una numerable compactificaci
B )Toda /-secuencial compactificacion de un espacio topologico iso- 
secuencial compacte es una F-numerable compactificacion del mis- 
mo(Todo cerrado y secuencialmente compacto de un espacio isose- 
cuencial compacto, es secuencialmente compacto).
Los siguientes ejemplos relacionan las numerables compacti­
ficaciones y las secuenciales compactificaciones para un espacio
topologico (X,T).
Ejemplos VI.1.5
A;) Sea (X,T) = ((0,1),
(0,1)
) . Entonces
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(([ 0,1], T,
H ,
[0,1]
) ,j) es una numerable compactificacion que
no es una secuencial compactificacion ya que ([0,1],
no es un espacio topologico secuencialmente compacto.
H
[0,1])
) Sea (X,T) = ([ 0,l],T, ) . Entonces ((X,Tl,l )
[0,1]
es una F-numerable compactificacion de (X,T) que no es una se-r 
cuencial compactificacion y por consiguiente no es una F-secuen 
cial compactificacion.
C-) Sea (X,T) = ( [ 0 ,1 ], T [ 0,1]) . S e  tiene que
( [ 0,1 ],T, ) no es secuencialmente compacto.[ 0,1]
Se considéra la F-secuencial compactificacion de Alexanoroff 
((X*,T*),j) de (X,T)(Vease el ^ 2 de este capitulo) .Se verifi­
es por consiguiente que es unaF-secuencial compacti­
ficacion de (X,T) que no es una F-numerable compactificacion, 
ya que X es cerrado y numerabiemente compacto en (X,T) y sin 
embargo j(X) no es cerrado en (X*,T*) .
F-secuencial
compactificacion
Secuencial
compactificacion
Numerable
compactificacion
compactificacion F-numerable 
compactificacion
-igg_
Proposicion VI.1.6
Sea (X,T) un espacio topologico. Se consideran 
é^ 2 =j((x',T'),f)|((x',T’),f) es una secuencial compactificacion 
de (X,T)] , (resp. - |(X ' ,T ' ),f )| ((X ’ ,T ’),f ) es una
f-secuencial compactificacion de (X,T) |) y la relacion bina- 
ria,::^, en (resp. en definida por
((x',T'),f) ^  ( (X“ , T” ) , f ' ) si y solamente si existe una apli­
cacion continue y suprayectiva , g, de (a ” ,T'') en (X’,T') tal 
que el diagrams
es conmutativo. Entonces ^  es un preorden en ^  (resp. en ^ ).
Demostracion;
Es évidente que la relacion cumple las propiedades re- 
flexiva y transitive.
Proposicion VI.1.7
Sea (X,T) un espacio topologico y ( 0^^, el con junto
preordenado definido en la proposiciui anterior (resp.( 0^ ^ ))
Se considéra en (resp. en ) la relacion binaria, ,
definida por
((X*;T');f) 0 ((X",T");f') si y solamente si existe un ho­
meomorf ismo, h, de (X” ,T") en (X* ,T*) tal que el diagrams
h
f
X
es conmutativo. Entonces se tiene:
a ) ^  es una relacion de equivalencia sobre 0^ (resp. sobre
-2QÜ-
(Dos secuenciales compactificaciones (resp. F-secuenciales 
compactificaciones) jS-relacionadas, se dicen topologicamente 
équivalentes)
b) es compatible con . por tanto ^ induce una relacion
de preorden en S/jjr (resp. en F ) que notaremos .
Uv
Demostracion:
a) Es consecuencia de que la identidad, la inversa de un 
homeomorfismo y la composicion de homeomorfismos son homeomor- 
fismos•
b) Es consecuencia de la propiedad transitiva de^^ en 6^
(resp. an ê^p^g) y de q u e w ^ C ^  .
Sin embargo veamos con un ejemplo que, en general, la rela
cion no es un orden en S/^ ( resp. en F-S/j^ ).
Ejemplo VI.1.8
Basta considerar el ejemplo dado en V.1.6, pues para el es
pacio topologico (X,T) con X = (2,-^ ) y T = j (a,-^ )| a£(2,-^ )J , 
( ( x ' , T ' ) , j )  y ((X",T"),j') son F-secuenciales compactificaciones
de ( X , T )  ya que ( X ’ , T ' )  y ( X‘‘ , T " )  son espacios topologicos se - 
cuencialemente compactes por ser numerabiemente compactes y sa- 
tisfacet el I.A.N. y todo cerrado secuencialmente compacto, C, 
en ( X , T ) ,  verifies que j(C) y j’ (C) son cerrados en ( x ' , T ' )  y 
(X",T") respectivamente.
Sin embargo, se tiene el siguiente resultado:
Proposicion VI.1. 9
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X*,T'),f) , ((X",T"),f')
dos secuenciales compactificaciones (resp. F-secuenciales com­
pactificaciones ) de (X,T) taies que :
a )  X  ( ( X " . T " ) , f ' ) y ( ( X “ , T " ) , f '  ) 4  ( ( X ' , T ' ) , f ) .
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b ) (x* , T ' )  o ( X“  , T ” ) es un espacio topologico . 
Entonces ( (X ' , T ' ), f ) 1  ( (X " , T " ), f ' ) •
Demostracion:
Es analogs a la realizaoa en V.1.7.
Definicion WI.l.10
Una secuencial compactificacion ((X',T’),f) de un espacio 
topologico (X,T) (resp. F-secuencial compactificacion ) cuyo 
espacio topologico (x* ,T') es se oice que es una secuencial 
compactificacion de Hausdorff (resp. F-secuencial compactifica 
cion de Hausdorff)
Proposicion VI.1.11
Sea (X,T) un espacio topologico,
^ 2  = { ( (x* , T ' ), f ) I ( (x' ,T ' ),f) es una secuencial compactifica­
cion de Hausdorff de (X,T)j (resp. j ((X*,T'),f)|
((X*,T'),f) es una F-secuencial compactificacion de Hausdorff 
de (X,T)j) y la relacion oe equivalencia sobre (resp. so­
bre ) definida en VI,1.7. Entonces es una relacion de
Demostracion:
orden en ^  s / j i  (resp. sobre F-5/^ ) '
Es consecuencia de VI.1.9,
Proposicion VI.1.12
Sea ( X , T )  un espacio topologico y ( ( x ' , T * ) , f )  una secuen­
cial compactificacion de ( X , T )  con ( x ' , T ' )  secuencial.(por V I . 1.
( A ) ,  ( ( X ‘ , t ’ ), f ) es una F-secuencial compactificacion de ( x , T ) ) . Enfon­
ces f ( x )  es abierto en (X* , T ' ) si y solamente si ( X , T )  es local 
mente secuencialmente compacto. (La condicion secuencial solose 
utiliza para demostrar, que si ( X , T )  es localmente secut •cialmen 
te compacto, entonces f ( x )  es un abierto en (X' , T * ) . }
- Z Ü Z -
üenostracion :
Supongamos que f(X) es abierta en (X’,T*) .Como (X',T*) es 
secuencialmente compacto y T^» (X* ,T’) es localmente secuencial
mente compacte, y asi por IV.2.1b, (f(X),T'
secuencialmente compacto y por tanto (X,T) es localmente secuen­
cialmente compacto.
Reciprocamente: Supongamos que (X,T) es localmente secuen­
cialmente compacte. Entonces f ( x )  es localmente secuencialmente 
compacto. Como (X' ,T’ ) es y secuencial,por IV.2.12, existe
Gs localmente
^ t ' y c ' cerrado en ( x ’ , T ’ ) taies ''ue f(x) -- Como f ( :>')
X*, se tiene que c' = X' y por tanto f(X) = g 'ê T’.
Ejemplo VI.1.12^
Sean (X,T), (x',T*) los espacius topologicos consiceraocs
en III.2.13, Se tiene que ((X,T),j) es una secuencial compacti­
ficacion de (x‘,T‘). El espacio (x',T‘) es localmente secuen - 
cialmente compacto y sin embargo X* no es abierto en (X,T). Asi. 
la condicion de ser secuencial el espacio (x' ,T') en la proposi­
cion VI.1.12 es esencial.
Proposicion VI.1.13
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X* ,T ' ),f ), ( (X”,T” ) ,f  ) 
secuenciales compactificaciones de (X,T) con (X*,T’) I.A.N. y 
(X”,T") y secuencial. Las siguientes afirmaciones son équi­
valantes;
a) ( ( X " , T " ) , f ' )  ^  ( ( x ' , T ' ) , f )  .
b) Para todo C.,C^ cerrados en (X,T) con C-,nC^ = taies
que f'(Cj^)nf(C2) = i se verifies cue f(C^)rif(C2) = •
Demostracion:
Es consecuencia oe V.1.11 teniendo en cuenta que toda se­
cuencial compactificacion es una numerable compactificacion.
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Corolario VI.1.14
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X*,T’),f) ((X",T"),F')
secuenciales compactificaciones de (X,T) tales que (X',T') y 
(X'‘,T") cumplen el I.A.N.. Las siguientes afirmaciones son équi­
valentes;
a ) ((X',T'),f) y ((X",T"),f) son topologicamente equiva- 
1 en tes.
b) Para todo Cj^y C^C X , cerraoos en (X,T) y ^ se
ver if ica que f’ (0^)0^' (G-) = 0 si y solamente si  ^(C ) O  f ( ) =
= ^ •
Demostracionn;
Es consecuencia del resultado anterior y de V.1.9.
$^2, SËCUENCrALES CÛMPACTIFICACIDNÊS^POR UN SOLO PUNTO
En este parrafo, se introduce la F-secuencial compactifi­
cacion de Alexandroff y se realiza un estudio paralelo al de 
las numerables compactificaciones por un solo punto.
Proposicion VI.2.1.
Sean (X,T) un espacio topologico no secuencialmente compac­
ta. Se considéra x"" = X(J{(^) y = T U  X^ |x^  - es cerra
do y secuencialmente compacto en (X,T)j . Entonces ((X^,T^),j), 
donde j es la inclusion de X en, X^ , es una F-secuencial compac­
tificacion de (X,T).
Demostracion;
12. es una topologia en X'^  . 
a )i ^6TC ; X^€T* ya que X - X^ = ^ es cerrado y secuencial
mente compacto en (X,T). 
b> Si Gi.GgCT , G^n G^ETC .
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Si G j ^ Ê T  y G j  = , G G 2 = G ^ O  (X - (x'' - G j  ) ) € T C  T^' .
Si = G^ y Gg = , X'' - (G^HGj ) =(X*- G^'jlJCx''- G^ )
que es cerrado y secuencialmente compacto en (X,T). Por tanto
c) sea (G^ • Si | g ^ J  leiCT, U  G^£ TC .
Supongamos que existe i^El tal que T . Entonces
o
X^ - g O = O  (X* - CT )CX* - G* . A s i  X ^ - L J g ^ e s c e -  
16 1  ^ i£I  ^ ^o 16 1
rrado y secuencialmente compacto en (X,T). Por tanto 
i€I ^
22, = T ya que para todo G*6T* , G^H X = X -(X*-G*)€T.
32. (X*,T*) es secuencialmente compacto. En efecto:
Sea |*n^n6N sucesion en X^ . Si converge a
, existe abierto en (X^,T*^ tal que x"^ - \J^ contiene a
una subsucesion <x . Como X es secuencialmente com
pacto y cerrado en (X,T), existe una subsucesion |x^ de
l^n lk6N converge a un punto x6X* - . Asi (xpjp^N
tiene una subsucesion convergente en (X^,T^).
42. X = X* ya que co ^  T^. ( (X,T) no es secuencialmente
compacto).
52, Sea C un cerrado secuencialmente compacto de (X,T). Se 
tiene que j(C) = C es cerrado en (X^,T^') ya que X^ - C € .
Asi queda probado que ((x^,T^^,j) es una F-secuencial com­
pactificacion de (X,T).
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Definicion VI.2.2
A la F-secuencial compactificacion, ((X*,T^^,j) de (X,T), 
donstruida enn VI.2.1 se le llama de Alexandroff.
Proposicion VI.2.3
Sea (X,T) un espacio topologico no secuencialmente compac­
to y ((X*,T^),j) la F-secuencial compactificacion de Alexandroff 
Entonces se tiene;
(X*,T‘') es — ■> (X,T) es
Demostracion ;
( ) * Es consecuencia de que el axioma es hereditario.
( <■■ ) . En efecto;
Basta considerar por ser X 6 T , el caso en que se tengan
puntos distintos siendo u-no de ellos W
Para todo x&X, como {x} es secuencialmente compacto y
cerrado, X^ -jx} es entorno abierto de o) que no contiene a x.
Ademas X es un entorno de x que no contiene a a) .
Proposicion VI.2.4 (Teorema de Alexandroff para las F-secuen-
ciales compactificaciones)
Sea (X,T) un espacio topologico no secuencialmente com - 
pacto y Entonces se tiene;
a) (X,T) admite una F-secuencial compactificacion por 
un solo* punto .
b) Dos F-secuenciales compactificaciones por un solo punto 
y Tj de (X,T) son topologicamente équivalentes.
Demo stracion;
a) Basta considerar la F-secuencial compactificacion de 
Alexandroff de (X,T).
b) Sean ((X',T’),f), ((X",T"),f') dos F-secuenciales com­
pactificaciones por un solo punto y de (X,T). Sean
{u)j= x' - f(x) y {w' 1= X" - f ' ( x ) .  Se considéra la aplicacion
— 2ü 5 —
h;x’ ► X” definida por
h(x‘ ) = '
G*)' si X
Se tiene que hof = f ' y h es biyectiva. Veamos que h es 
un homeomorfismo.
Sea g ’£T' . Si tv’ , h(c’) = f®f’^(G^ ) que es abierto en
(f'(X),T“ ) y como f'(X) es abierto en (X",T") , se tiene
f ' ( x )
que h(G*)6T".
Si co'êG', X* - G ' es cerrado y secuencialmente compacto en 
(f(X); '^|f(x)) • Por tanto h ( x ' -  G * ) = f'of~^(x’- G' )  es cerrado
y secuencialmente compacto en ( f ’ ( x ) , T “  ) . Por consiguien-
f  (X)
te h ( x ' -  G')= X“ - h ( G ' )  es un cerrado y secuencialmente compac­
to en (X",T") .Asi h ( G ' ) ( T " .  Luego h es una aplicacion abierta.
De forma analogs se prueba que h  ^ es una aplicacion abier 
ta y por tanto que h es un homeomorfismo.
Proposicion VI.2.5
Sea (X,T) un espacio topologico no secuencialmente compac­
to .Entonces se tiene:
a) La F-secuencial compactificacion de Alexandroff de (X,T) 
((X^;T*l,j) es T2 < > I) (X,T) es T2 y II) Para todo x€X 
existe V*cerrado y secuencialmente compacto en (X,T) .
b ) (X,T) admite una F-secuencial compactificacion T2 por
un solo punto > i) (X,T) es T2 y il) Para todo x6X exis­
te V^ cerrado y secuencialmente compacto en (X,T).
Demostracion:
a  I ^
' ( <■.. ) Como X€ T y (X,T) es T2 es suficiente considerar
r  . %
— 2 Li 7 ”
dûs puntos distintos con uno de ellos igual a co .
Sea XÊX . Por hipotesis, existe \!^ cerrado y secuencialmen
te compacto en (X,T). Entonces X - y \J^ D  V* = ^
^ ( = = >  ) Sea ((X’,T'),f) una F-secuencial compactificacion
por un, solo punto de (X,T). Como el axioma T2 es una propiedad
topologies hereoitaria, se tiene que (X,T) es Tg.
Sea x6X .Como (X*,T') es T2, existen
y V ^  (i^'}= X ' - f(X)) abiertos en (x ',T‘) y tales que
\yG(x)Q^ _ ^  ^ Entonces, X* - \J^  D B x , x’ -  es cerrado
en (X*,T’) y por tanto es secuencialmente compacto en ( x',T ').
Como X ' - V ^  CT f ( x ) ,  V* = f  ^(X - V ^  ) es un entorno ce­
rrado y secuencialmente compacto de x en (X,T).
Las otras implicaciones de a) y b) son consecuencia de las
anteriores.
Proposicion VI.2.6
Sea (X,T) un espacio topologico .Entonces se tiene;
a) ((X^,T''),j) es <-■ - > 1 a ) (X.T) es T3 y 25) Hara todo 
cerrado y secuencialmente compacto existen G€T y c'cerrado y se 
cuenciaImente compacto en (X,T) tales que C C g C c ’.
(Por IV.2.15, (X,T) es localmente secuencialmente compacto).
b) (X,T) admite una F-secuencial compactificacion por 
un sold punto ( ( x ‘ , T * ) , f )  > (X,T) es V para todo C cerra
do y secuencialmente compacto, existen G^T y C* cerrado y se­
cuencialmente compacta tales que C C g CC* (Por IV.2.15, (X,T)
es localmente secuencialmente compacto).
Demostracion;
 ^) (<^=r ) Sea V ^  un entorno abierto de W  , X^- V ^  = G es ce­
rrado y secuencialmente compacto en (X,T) por la definicion de 
T'" .
— 2G 8“
Por hipotesis, existen G£T y c' cerrado y secuencialmente 
compacto tales que cC G C C*. Por tanto:
V* = X*- c\: X* - GC:V^ ( X* - G ).
Sea x6X y abierto en (X*,T*). Como X es abierto en 
(X^,T^), podemos suponer que es abierto en (X,T). Como (X,T) 
es localmente secuencialmente compacto y regular, existe ce­
rrado y secuencialmente compacto tal que . Asi es un
entorno cerrado de x en (X*,T^). Luego (X*,T*) es .
b) ) Sea ((x’,T'),f) una F-secuencial compactificacion
por un solo punto de (X,T). Como el axioma es una propiedad 
topoldoica hereditaria, se tiene que (X,T) es •
Sea C un cerraoo y secuencialmente compacto en (X, .  
Como ((X',T'),f% es una F-secuencial compactificacion, f(C) es 
cerrado y secuencialmente compacto en (x',T'); por tanto 
X*- f(C) = V ^  es un entorno abierto de w  ,
Por ser (x',T‘) , existe \l ^  tal que V^Z) \J ^  Z) \l ^
flsi f (C) = x' - x' - c  x' - 1/j ’ , siendo x' -U j'C f (X)
abierto en (X',T') y d St tanto abierto en (f(X),T‘ f(x)^ Y
X* - V ^ C f ( x )  cerrado y secuencialmente compacto en (x',T*).
Entonces tomando G = f  ^( X - ) abierto en (X,T) y
c'= f ^(X* - ) cerrado y secuencialmente compacto en (X,T),
se tiene que C C G C  C*.
Las otras implicaciones rie a) y b), son consecuencia de 
las anteriores.
Proposicion VI.2.7
Sea (X,T) un espacio topologico. Entonces se tiene;
3a<~~'~^ 1- (X,T) esa) ((x'^,T^),j) es 12 (X,T) es . 22 Para to-
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do A C X  ce rr ad o y s e c u e n c i a l m e n t e  c o m pa ct o en (X,T), ex is te
f; (X ,T)--- ► ( [ 0 ,1 ],T, ) c o n t i n u a  y ex is te  B d  X ce r r a d o
[ 0,1]
y secuencialmente compacto en (X,T) taies que f(ft) = jojy
f(x - B) = |l} (Por tanto, (X,T) es localmente secuencialmente
compacto). .
b) (X,T) admite una F-secuencial compactificacion ((x‘ , T ' ) , f)
por un solo punto, v  - - i) (X,T) es T^g y i i ) Para
todo A C X  cerrado y secuencialmente compacto en (X,T),existe
h : ( X , T ) ([û,lJ,T ) aplicacion continua y existe B d  X
[ 0,1]
cerrado y secuencialmente compacto en (X,T) taies que h(A) ={o} 
y h(x - B) = jl] .(por tanto, (X,T) es localmente secuencialmen­
te compacto).
Demostracion;
Analoga a la de U.2.8, sustituyendo numerabiemente compac­
to por secuencialmente compacto.
Proposicion 1/1.2.8
Sea (X,T) un espacio topologico no secuencialmente com­
pacto y tal que para todo C d X  cerrado y secuencialmente compac
to, existe G6.T y existe C ' cerrado y secuencialmente compacto 
con C d G d c ' .  Entonces ((X*,T^J,j) es
Demostracion;
Por la proposicion VI.2.3, (X*,T^^ es T^,por serlo (X,T).
Por lo tanto,es suficiente demostrar que (X*,T*) es normal.
Sean Cj^ , C2 dos cerrados no vacios de (X^,T^) y taies que
C^riC2 = .
Se van a considerar 00s casos:
1. Que , C2d  X . Como = T , se tiene que C^ y C2
son cerrados y no vacios de (X,T). Puesto que (X,T) es normal,
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existen , GgC T(Z taies que C^^CGj^, G ^ d  G^ y G^PlG^ = i .
Luego para este caso se verifies la condicion para que (X*,T*) 
sea normal.
2. Supongamos que W  L Cg. Se tiene que C2A  X = Cg “ {^) es 
un cerrado en (X,T).
Cümo es cerrado en (X*,T*), es secuencialmente compac-
to;pero como C^d X, es cerrado y secuencialmente compacto en 
(X,T).Por tanto, por la hipotesis, existe G^T con G d  X- (C2 d)x ) y 
existe G* cerrado y secuencialmente compacto en (X,T) taies que 
C ^ d G d C '  . Puesto que (X,T) es normal, existe A6T tal que
Cj^d A d  A d  G d  C* , siendo A cerrado en la topologia T^j^, luego
A es cerrado y secuencialmente compacto en (X,T).
Asi se tiene que :
C j^d A€ T d  y C2(~ - A€T^ y taies que a O ( X ^  - A ) = ^ .
Luego para este otro caso , tambien se verifica la condi-
cidn para que (X*,T*) sea normal.
Por tanto queda probado que (X^,T^) es normal.
Corolario VI.2.9
Sea (X,T) un espacio topologico no secuencialmente com­
pacto y tal que para todo C d X  cerrado y secuencialmente compac 
to, existe G6T y existe C' cerrado y secuencialmente compacto 
con C d  G C  C' . Entonces se tiene que toda F-secuencial compac­
tificacion por un solo punto y Tj^ es T^.
Demostracion;
Por la proposicionn anterior, ((X^,T^),j) es .
Sea ( (x* ,T’),f) una F-secuencial compactificacion por un 
solo punto . Como ((X*,T*),j) es . résulta de la proposicion
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VI.2.4 que ((X',T'),f) y ((X*,T*),j) son topologicamente équi­
valantes*
Asi pues, ((x',T'),f) es T^.
La siguiente proposicion prueba que la secuencial compacti 
ficacion de un espacio topologico (X,T),no secuencialmente com­
pacto, introducida en VI.2.2 , coincide con la definida por 
R. BROUN en (9 ).
Proposicion VI.2.10
Sea (X,T) un espacio topologico no secuencialmente compac 
to .Se consideran ((x*,T*),j) la secuencial compactificacion 
de Alexandroff de (X,T) y S(x) el conjunto de sucesiones en X 
que no tienen subsucesiones convergentes en (X,T). Entonces,
» T Lj {u C  X* I 00 6 U , U -{ojjèT y todo elemento de S( x)  esta 
eventualmente en uj • Ademas, todo elemento de S(X) con­
verge a tu y no converge a ningun otro punto de X^ .
Demostracion;
Sea G^€ (G*^^ T ). Entonces X"^  - es cerraoo y secuen­
cialmente compacto en (X,T) y to €G*. Por otra parte,
G^ -{w} = X - ( X* - G^)£ T , Veamos por ultimo que todo ele­
mento de S(X) esta eventualmente en G'^  . En efecto:
Supongamos que ^(X) y Que {xninCN "° ^sta even
tualmente en G^ . Entonces, existe j k 6N* subsucesion de
(*nïn6N * pue |x^ j k( - G^. Como X^ - G^ es secuencial
k
mente compacto, |^nlk€N tiene una subsucesion convergente en
(X,T) lo cual contradice la definicion de S(X) .
Reciprocamente:
Sea u C  X^ con <-u & u; U € T y todo elemento de S(X)
esta eventualmente en U. Se tiene que X* - U = X - (U -{wj )
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es cerrado en (X,T). Por otro lado, si {x^lneN una suce­
sion de X* - U se tiene que S (X ) . Por tanto {x^ineN
contiene una subsucesion convergente en (X,T ) y como X* - U es 
cerrado, se concluye que X* - U es secuencialmente compacto en 
(X,T). Asi U€T* .
La ultime parte de la proposicion se comprueba facilmente.
Se tienen las siguientes propiedades de la secuencial corn 
pactificacion de Alexandroff ((X*,T*),j) de un espacio topolo- 
gico no secuencialmente compacto (X,T).
Proposicion VI.2,11 (9 )
a) Si (X,T) es secuencial, (X*,T^) es secuencial.
b) Si (X,T) es US-espacio secuencial, (X^\T^) es un US-es 
pacio secuencial.
Los siguientes ejemplos establecen la relacion entre la 
compactificacion de Alexandroff, la numerable compactificacion 
de Alexandroff y la secuencial compactificacion oe Alexandroff 
para un espacio topologico (X,T). 
fjemplo VI.2.12
a ) Este ejemplo pone de manifiesto que ,en general, para 
un espacio topologico (X,T) la compactificacion de Alexandroff 
de (X,T) no es la numerable compactificacion de Alexandroff, ni 
la secuencial compactificacion de Alexandroff.
Sea (X,Tp) = ( [ a,w] ) x ( [ a , D l , T )  el espacio
[ a , w ]
topologico del ejemplo IV.2.16.
Se considéra el espacio topologico "Plaça de Tychonoff" 
(x‘,T*) donde x' = [a,co]x[ a - [ (eu ,ü. ) j y , T* =
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U )
Este espacio topologico (x’ ,T') no es numerabiemente com­
pacta, ni compacto, ni secuencialmente compacto. Sin embargo, 
es localmente secuencialmente compacto y T2.
Para este espacio (X’,T‘), ((X,Tp),j) es la compact ificac
cion de Alexandroff por un solo punto, donde j:X*— — ►X es la 
inclusion. Puesto que (X,Tp) es compacto, (X,Tp) es numerabie­
mente compacto y por tanto, ((X,Tp),j) es una numerable compac
tificacion de (X* ,T *),
para este espacio (X',T '), ((X,Tp),j) no es la numerable
compactificacion de Alexandroff, ya que no es F-numerable com­
pactificacion de (x',T‘) , pues {co}x[a,0.) es cerrado y numera
blemente compacto en (x',T*) y sin embargo no es cerrado en 
(X.Tp) •. Asi pues ((X,Tp),j) / ((X*,T*),j).
Puesto que (x,Tp) es secuencialmente compacto, ((X,Tp),j) 
es una secuencial comp actificacion de (X,T). Sin embargo, 
((XjTp^j) no es la secuencial compactificacion de Alexandroff 
para (x’ ,T’ ) ya que a , 0 )  es cerrado y secuencialmente
compacto en (x' ,T* ) y sin embargo no es cerrado en (X,Tp) , Asi 
((X,To),j) ^ ((X*,T*),j) .
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La numerable compactificaion de Aiexandroff ((X*,T*),j) 
de (x ’,T') no es,par lo anterior, la compactificacion de Alexan 
draff, luego este ejemplo sirve tambien para indicar que, en 
general, la numerable compactificacion oe Aiexandroff oe un 
espacio topologico nb es la compact ificacion de Aiexandroff de 
dicho espacio.
La secuencial compactif icacion de Aiexandroff ((X'^,T^),j) 
de (x' ,T* ) no es,por lo anterior,la compactificacion de Ale - 
xandroff de (x',T*); por tanto, este ejemplo sirve tambien pa­
ra seRalar que para un espacio topologico, en general, la secuen
cial compact ificacion de Aiexandroff para un espacio topologico 
no es la compactificacion de Aiexandroff para dicho espacio.
B) Sea (X,T) = { (0,1),T .
(0,1)
Se tiene que (X,T) no es numerablemente compacte ya que la
ion |p^]suces , né N
p^ = Ü para todo r 0
 ^no tiene
puntos de aglomeracion en (X,T). Por tanto (X,T) no es ni com­
pacte ni secuencialmente compacte.
La numerable compactificacion de Aiexandroff ((X*,T*),i*) 
de (X,T) y la secuencial compactificacion de Aiexandroff 
((X^\T*),i^) de (X,T) ( La cual es una numerable compactifica­
cion de (X,T) ) no son topologicamente équivalentes.En efecto: 
Si lo fueran, existiria un homeomorfismo h de (X*,T*) 
en (X^,T*) que haria conmutativo el oiagrama
— 215“
x"'----------     X^
♦w
lo cual no es posible ya que V 1 1
r€ R
para todo r£R as un entornô abierto de ul* y sin embargo
h (V ) = X* - TT A no es un entorno abierto de u)^  por no ser
r€R ‘
n  A secuencialmente compacto, 
reR ^
Esto pone de manifiesto que en general las compactificacio 
nes de Aiexandroff, numerable y secuencial son distintas.
A continuacion se establece en que condiciones las compac­
tif icaciones, las numerables compactificaciones y las secuencia 
les compactificaciones ,todas ellas de Aiexandroff, de un espa­
cio topplogico (X,T) coinciden.
Definicion VI.2.13
Un espacio topologico (X,T) se dice isocompacto(5 ) si to­
do subconjunto numerablemente compacto y cerrado es compacto. 
Proposicion VI.2.14
Sea' (X,T) un espacio topologico no numerablemente compacto 
(por tanto (X,T) no es compacto).Entonces la compactificacion 
de Aiexandroff de (X,T) es topologicamente equivalents a la nu­
merable compactificacion de Aiexandroff de (X,T) si y solamente 
si (X,T) es isocompacto.
DeoiQstracion :
Basta tener en cu enta la construccion de ambas compactifi- 
caciones y que lo s espacios isocompactos son aquellos en lo s
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que los subconjuntos cerrados y compactas coinciden con los
cerrados y numerablemente compactas.
Corolario 1/1.2.15
Sea (X,T) un espacio topologico semiestratificable-(Para
cada abierto U de (X,T), existe una sucesion de subconjuntos
cerrados ju T (X,T) tal que U = Ù  U . Ademas , si V
 ^  ^ new ^
es un subconjunto abierto de otro subconjunto abierto U, se 
verifies que para cada n£|\l (11 ) )-. Entonces la compac-
tificacion de Aiexandroff de (X,T) coincide con la numerable 
compactificacion de Aiexandroff de (X,T).
D e m o s t r a c i o n ;
Es consecuencia de que todo espacio semiestratificable es 
isocompacto (5 ).
Dbservacion VI.2.16
La clase de los espacios semiestratificables contiens en­
tre otras a la clase de los espacios estratificables, a la de 
los espacios desarrollables, a la de Ids espacios de Moore y 
a la de los espacios seudometrizables.
Corolario VI.2.17
Sea ((X,T) un espacio meta-Lindelof ( 7 ) (Todo recubrimien 
ento abierto de X tiene un refinamiento abierto puntualmente
numerable) . Entonces la compactificacion de Aiexandroff de 
(X,T) coincide con la numerable compactificacion de Aiexandroff 
de (X,T).
Demostracion :
Es consecuenoia de que todo espacio meta-Lindeloff es iso 
compacto. (5 ).
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Dbservacion VI.2.18
La clase de los espacios meta-Lindeloff contiene,entre 
otras,a la clase de los espacios de Lindeloff, a la de los es­
pacios que admiten base puntualmente numerable, a la de los es 
pacios CT-paracompactos y a la de los espacios paracompactos. 
Proposicion VI.2.19
Sea (X,T) un espacio topologico no numerablemente compadto 
(por tanto no secuencialmente compacto). Entonces la numerable 
compactificacion de Aiexandroff de (X,T) es topologicamente equi 
valante a la secuencial compactificacion de Aiexandroff si y so 
lamente si (X,T) es isosecuencial-compacto (1.1.38).
Demo s t r a c i o n ;
Basta tener en cuenta la construccion de ambas compactifi- 
caciones y que los espacios isoaecuencial-compactea son aquellos
en los que los subconjuntos cerrados y numerablemente compactos 
coinciden con los secuencialmente compactos y cerrados. 
Proposicion VI.2.20
Sean ( X , T ) ,  ( x ‘ , T ‘ ) espacios topologicos no secuencialmen
te compactos y f :X »x'una aplicacion. Se consideran las se-
cuenciales compactificaciones de Aiexandroff de (X,T) y ( x * , T ' ) ,
((X*,T^),i) y ((x'*,T'* ),i' ) respectivamente y f*:X- »X
= f
I A
definida por:
X
Entonces f :(X*,T*)-- ►(x ‘'^,T‘^ )
f''(co ) = w' .
cuasi-es continua si y solamente si f:(X,T)---► (X* ,T*) es F-
secuencialmente propia (IV.2.37) .
Demostracion:
I) f^^(X^,T*)--->(x'^,T*^) es continua.
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a) f*|x= f  ^ y T'*|^,= T' implican que
f:(X ,T )---> (x ‘,T') es continua.
b) para todo K' cerrado y secuencialmente compacte en 
(X',T*), se sigue que = x'^ - k‘£T'^. Asi, ) =
X* - f ^(K*) = . Por tanto f ^(k ') es secuencialmente
compacto. Luego la aplicacion f:(X,T)— — ► ( x *  ,T *) es F-cuasi- 
secuencialmente propia.
 ^  ^  ^ f:(X,T)  » ( x ' , T ' )  es F-cuasi-secuencialmente propia.
Para todo x€X, F*es continua en x , ya que X€T* . Ueamos 
que f^ tambien es continua en a) .
Para todo ^ se sigue que \}^ = X*'^  - k' , con k'
cerrado y secuencialmente compacto en ( x ' , T ' ) .  Asi,
(pA)-l(\yU> ) _  ^  ^( K* ) € T*. Por tanto, es continua en
^  . Luego la aplicacion f^:(X*,T*)--- ► (x'^,T**) es continua.
Corolario VI.2.21
Sean (X,T), (X',T‘) espacios topologicos no secuencialmente
compactos con ( X ’ , T ' )  SKC-espacio y F : X ► x'  una aplicacion.
Se consideran las secuenciales compactificaciones de Aiexandroff 
de (X,T) y (X',T'), ((X*,T*),j), ( (X*  ^, T'^ ), j ‘ ) respactivamente
y f*:X*-- ► x‘^  definida por: f*  ^= f y f'^(oj) = a)' , Entonces
f^;(X^,T^)--->-(x '^,T'^) es continua si y solamente si
f : ( X , T ) ~ --► ( x ' , T * )  es cuasi-secuencialmente propia.
Demo s t r a c i o n :
Es consecuencia de la proposicion anterior y de IV.2.39.
Corolario VI.2.22
sean (X , T ), (X*, T' )  espacios topologicos no secuencialmente com­
pactos, (X,T) subsecuencial, (x* ,  t') un SKC-espacio localmente secuen
cialmente compacto y f:X~^X* una aplicacion.Se consideran las secu
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c:iales compactificaciones de Aiexandroff de (X,T) y (x‘ ,T*); 
C(X*,T*),j) y ((X^  respectivamente y f*:X-------x"^
diefinida por f^j^ = f  V f  ^  ^  ) = ^ ’ • Entonces
f*:(X*,T^)---- (x'^  ,T*^) es continua si y solamente si
P:(X,T)-- »(x' ;T') es secuencialmente propia.
Demostracion:
Es consecuencia de VI.2.21 y de IV.2.41.
Proposicion VI.2,23
Sean (X,T) un espacio topologico no secuencialmente compac- 
tto y localmente secuencialmente compacto, ((X*,T*),j) la secuen- 
ccial compactificacion de Alexanoroff de (X,T) y ((X*,T'),f) una 
secuencial compactificacion de (X,T) con (X*,T') y secuencial 
((Por VI.1.2.A, ((X*,T*),f) es una F-secuencial compactificacion
cde (X,T)). Entonces, ((X*\T*J,j)^((x',T'),f).
Demostracion:
cda por
h(x') =
Se considéra la aplicacion suprayectiva, h:X^— X^, defini-
f   ^(x' ) si x*£ f  ( x  )
^  si x ‘^ f ( x ) .  Es suficiente de-
nmostrar que h es continua. Sea A C T ^  , Si A=G £ T, se tiene que 
1TI~^(G) = f(G) es abierto en (f (X) , T' | ^  y por UI. 1.12, h"^ (G)
ces abierto en (x' ,T' ). Si A = G^'é T'' , se tiene X^- G^ " es ce- 
irrado y secuencialmente compacto en (X,T). Asi, f ( x ' ' -  G*) =
Un ( x  - G = x ' - h ^(G") es cerrado en ( x ' , T ' )  y por tanto 
th-l(G")( T ' .
EEjemplo VI.2.24
Se considéra el espacio topologico ( x ' , T * ) , "Plaça de Tycho- 
moff", del ejemplo IV.2.16. Se tiene que ( x ’ , T ‘ ) es no se-
ccuencialmente compacto y localmente secuencialmente compacto.
Ademas, (X‘,T‘) no cumple la condicion 23 de VI.2.6(a). Asi, 
pior VI.2.5(a) y VI.2.6(a), se tiene que si ((x'*,T'*),j) es la 
Siecuencial compactif icacion de Aiexandroff de (X*,T‘), (x'* , T'^)
03 5 T2 y no es (Se tiene asi un ejemplo de un espacio secuen- 
c:ialmente compacto y que no es (Vease IV.1.27). Esto prue- 
h3a que (x'^,T*^) es secuencialmente compacto y no compacto.
Por otro lado, (([a,w] x L a , 0  ],Tp),i) ,que es la compact!- 
fficacion de Aiexandroff de (x ',T‘), es una secuencial compacti- 
fficacipn de (x’ , T'). Por lo anterior, los espacios (x'* ,T'*) y 
(( [a , u) ] X [a , n  ], Tp ) no son homecmorfos. Se tienen asi dos secuen- 
cciales compactificaciones y por un solo punto de (x ',T') que
mo son topologicamente équivalentes(compârese con VI.2.4(b)).
Se verifica que ( (X*'^  , ), j )i^ ( (1 a, to .1 xE a , n  ], Tp ), i ),
\ya que x'^  -{oL>j x C a,n ) es abierto en (x'* ,T'*' ) y sin embargo 
[[a,col xLa ,ri f X [ a,ri) no es abierto en (La, co )x [a,Q 1 , ).
Por ultimo, (x',T*) es isosecuencial compacto. En efecto; 
iSean C’ cerrado y numerablemente compacto en (x' ,T') y 
{(x^,y^)j una sucesion en c'.Corao ([a,0.1,1) es secuencial-
rmente compacto, existe |y^ k£f\i subsucesion de {yp,|pj£|^  que con-
'verge a un punto y^ en ([a,01,T). Analogamente, como 
([ a,w ]) es secuencialmente compacto, |x^ jkEN tiene
u na  s u b s u c e s i o n X l c o n v e r g e n t e  a un p u n t o  x en
"kjJjÉh °
de
j(N
([a,tO 1, T| j* ^  ^  j) . Asi, la subsucesion
[(x^,y^) } converge a (x^,y^) en el espacio topologico 7%
([ a,cu .1 x[ a , 0  ],Tp) • Asi, (Xq i Xq ) es el unico punto de aglome­
racion de |(x ,y )l y como c' es numerablemente compacto, 
l kj "kj Jj(N
(*o'^o)^ .Esto prueba que c‘ es secuencialmente compacto,
Asi, por VI,2.19, la secuencial compactificacion de Aie­
xandroff de (X',T*),((X^ , ),j) es topologicamente equivalen­
ts a la numerable compactificacion ae Aiexandroff de (X',T’), 
((X*,T*),i) ( De hecho, si se toma uJ = 00 ,ambas compactificacio-
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$3. F-5ECUENCIALES COMPACTIFICACIONES T3a
En este parrafo se aborda el problems de encontrar condi-
ciones necesarias y suficientes para que un espacio topologico
(,X, T ) admita una F-secuencial compactif icacion .
Proposicion VI.3.1
Sea (X,T) un espacio topologico y II.A.N..Entonces,
(,X,T) admite una F-secuencial compac tif icacion .(La condicion
iimpuesta a^(X,T) équivale a metrizable y II.A.N.;.
Demostracion:
Como (X,T) es Y cumple el II.A.N., existe una aplica
c ion f:(X,T)--- ( [ 0,l],T,, tal que
[o.il
f : (X,T)----► (f(x)»Tp ) es un homeomorfismo,
f(X)
Puesto que ([o,l],T )  ^ es secuencialmente compacto
" I 0,1]
y ^3a ’ sigue que (f(x) ,  ^) as secuencialmente compac
f (X)
tio y Por tanto, ((f(x), T | ____ ),f) es una secuencial
f fx)
C compactif icacion de (X,T).
Para todo C C X  cerrado y secuencialmente compacto en (X,T),
como f(C) es secuencialmente compacto y II.A.N., se verifica
qoe f(C) es compacto en (f(%)»Tn|___ ) Y por tanto f(c) es ce-
 ^irfx)
rirado en el espacio topologico (f(X), Tp _ _ _  ).
f(X)
por consiguiente ((f(X),Tp|____ ),f) es una F-secuencial
^lf(X)
compactificacion T o e  (X,T) .
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Proposicion VI.3.1*
Sea (XjT) un espacio topologico ,no secuencialmente
compacto , localmente secuencialmente compacto y II.A.N.. Se 
consideran la secuencial compactificacion de Aiexandroff de (X,T) 
((X*,T*),j), y la F-secuencial compactificacion
((f(x),Tp ____ ),f), construida en la proposicion anterior. Enton-
f (X)
ces, ((X*,T^),j) 6  ((f(X),Tp ---  ),f).
^ F(X)
Demostracion:
)Es consecuencia de VI.2.3,, ya que al cumplir (f(x),T,
f (X)
el II.A.N., se verifica que (f(X),T, ) es secuencial.
f (X)
Para demostrar que existen espacios T^g que no admiten
F-secuenciales compactificaciones T^g se establece el siguien
te resultado:
Proposicion VI.3.2
Sean (X,T) un espacio topologico y ((X*,T'),f) una F-secu 
encial compactificacion T^g de (X,T). Se considéra la compacti
ficacion.de Stone-Cech de (X,T), (( p(x), p(T)),e). Entonces
existe X” C  [3(X) tal que:
1&. (X“, p(T)j^„) es numerablemente compacto y X"])e(x).
22. Para todo Y C X  cerrado y secuencialmente compacto se 
verifica que e(V) es cerrado en (X", •
Demostracion;
12, Como f es aplicacion continua de ( X , T )  en ( x ' , T ' )  se 
tiene que existe ^(f) aplicacion continua de ( p ( x ) ,  J 3 ( T ) )  e 
( P ( x ' ), p(T')) tal que el diagrama
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%(X) A(r) (i(x’)
A
X
es conmutativo.
Como ( p(X), |^(T)) es compacto y ( p(x'), p(T')) es T^, 
la aplicacion p (f) es propia.
Asi, teniendo en cuenta que e' (x') es numerablemente com 
pacto (Por ser secuencialmente compacto), por 111,1,14 ,se tie 
ne qua X” = |3(f)~^(e’ (X‘)) es numerablemente compacto.
Ademas X " D  e(X) (por la conmutatividad del diagrama ante 
rior).
2fi, Sea V cerrado y secuencialmente compacto en (X,T). Por 
hipotesis f(Y) es cerrado en . (X* , T ' ). Asi e’(f(Y))es cerrado en 
(e'(X'), p(T') -1) y por tanto ( 6(f)) (e'(f(Y))) = e(Y)
e ' ( x ' )  I
es cerrado en (X“ , p(T)|^u) •
( Se tiene que ^(f) [^(X) -e (X ) ] = ^(X*) - e’ (x') . Por tan
to si z € p (f )~^ (e (f (Y ) ) ), p (f ) (z ) €. e' (f (Y ) ) y por consiguien
te z € e (Y ) . Esto prueba que ( jS (f ) )  ^(e (f(Y))) = e(Y) ).
Ejemplo, VI.3.3
Sea (X',T*) donde X = [ a, w] x _ a ,0]- ( ( co , 0  )J y t ‘ = T
el espacio topologico considerado en el ejemplo VI.2.12(a ). Se 
tiene que (x*,T*) es localmente compacto, no es numerablemente 
compacto y por tanto no es secuencialmente compacto, es T„ y
de Ueierstrass.
Como (X*,T‘) es de Ueierstrass y (([a,cp],T
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es la compactificacion de Aiexandroff de (X',T'), se tiene que
(( (3(T')),e) coincide con (([a,u)],T )x ([ a ,Q], T ), i ) )
' ' [a,w]
( IX.4.90 de (23) ).
Si (X’,T^) admitiese una F-secuencial compactificacion 
T^g, por la proposicion anterior, existiria X" verificando le 
y 28 de dicha proposicion. Como (X’ ,T*) no es numerablemente 
compacto, se deduce de 12 que X" = L a,w] x [ a ,^1. Por otro 
lado, |cjp|xL a,Cl) es cerrado y secuencialmente compacto en 
(X',T*) y sin embargo i( {cu } x [ a,Cl)) no es cerrado en 
( p(x'), p(T ^ ) ) lo cual contradice 28 de la proposicion ante­
rior,
El siguiente ejemplo prueba que la condicion II.A.N.,impues 
to al espacio (X,T), en la proposicion VI.3.1, no es en general 
condicion necesaria para que un espacio topologico T^g, admita 
una F-secuencial compactificacion T^a*
Ejemplo VI.3.4
Sea (X,T) el espacio topologico ( [a,I^),T ) del
[ a , ^ )
ejemplo III.2.13. Se tiene que (X,T) es secuencialmente compac 
tOjTsa y cumple el II.A.N. (no es de Lindelof ). Se tiene - 
sin embargo que ((X,T),1^) es una F-secuencial compactifica - 
cion T^g de (X,T).
El siguiente ejemplo muestra cue las condiciones 18 y 28 
de la proposicion VI.3,2, no son, en general, suficientes para 
la existencia de una F-secuencial compactificacion T^g de un 
espacio topologico 
Ejemplo VI.3.5
Sea (X,T) = ( u_ ü , 1 J ,T ) . Como (X,T) es compacte
"  D,l]
- / 25 -
y , se tiene que ( ^(X), jî(T)) se identifies con (X,T). Por 
tanto, se cumplen las condiciones is y 22 de VI.3.2. Sin embar 
go (X,T) no admite una F-secuencial compactificacion T^g. En 
efecto;
Supongamos que existe una F-secuencial compactificacion 
Tsa ( ( x ' , T ' ) , f )  de ( X , T )  . Entonces, f(X) es un compacto en 
el espacio topologico J  ^  (X*,î'). For tanto f ( x ) =  f(X) = X * ,  
lo cual es absurdu ya que (X,T) no es secuencialmente compacte.
A continuacion se estudia el comportamiento de los espacios 
topologicos T^g que aomiten F-secuenciales compactificaciones 
T^g, en la construccion de topologias iniciales y finales.
El siguiente ejemclo prueba que el admitir F-secuenciales 
compactificaciones T^g no es una propiedad hereditaria,
EjemploüVI.3.6
Sean (X,T) = ( Z a,w],T _ _) x ( L a , 0 ] , T )  y (x’ ,T')
. a , w j
los espacios topologicos considerados en el ejemplo VI. 3.3.
Como (X,T) es secuencialmente compacte y T^g, se tiene que 
((X,T),1^) es una F-secuencial compactificacion T^g de (X,T). 
Sin embargo, en el ejemclo VI.3.3, se demostro que el subespa- 
cio (X* ,T ') de (X,T) no admite F-secuenciales compactificacio- 
nes l^a’*
Proposicion VI.3.7
Sea (X,T) un espacio topologico que admite una F-secuen - 
cial compactificacion T^g, • Entonces para todo,
),f|p) es unaC, cerrado en (X,T) se verifica pue ( ( f ( c ) , T ‘ 
F-secuencial compactificacion T^g c e (C,T
f (E)
;
c
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Cemostracion :
Como f:(X,T)---^ (f(X),T' ) as un homeomorfismo, se tie
f(x)
ne que Fj_:(C,TI_)----*• (f(C),T' ) es un homeomorf ismo. po r
ser ( x ' , T') secuencialmente compacto y T, , se deduce que
f (C)
" '3a
(f(C).T'
f(C)
) es secuencialmente compacto y . Ademas, f (C)
es denso en (f(C),T'   ).
f(c)
Por ultimo, si H es cerrado y secuencialmente compacto en 
(C,T|^) , se tiene que H es cerrado y secuencialmente compacto
en (X,T). Asi por hipotesis, (fj^)(H) = f(H) es cerrado en
(x ’,T') y por tanto en (f(C),T* ___  ).
r (c)
Proposicion VI.3.8
Sea una familia numerable de espacios topolo
gicos T^g y secuenciales. Supongamos que para todo n£N,
((x’,T‘),f ) es una F-secuencial compactificacion T^ , de (X , T ) ^ ' n  n'^ ’ n^ 3a  ^ n * n '
Entonces ( T T  (X ,T ), TT f ) es una F-secuencial compacti­
ng N  ^  ^ n6N "
ficacion T» de T T  (X ,T ) .
nCN "
Demostracion;
Para todo n£f\l, se tiene cue f es un homeomorfismo den
( *n 'T n)  ( f n ( * n ) ' T n
morfismo de TT (X ,T ) en T  T  (X ),t ' 
new  ^ n£N
) . por tanto T  f es un homeo
) =
F n ( * n )  " ( N "
n 6. I\in6 N
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Por IV.1.15(c), se tiene que TT ( x T t ‘ ) es secuencialmen
ntN
te compacto, Ademas, IT (X* , T') es T., .
ntN " "
Por ultimo, sea C cerrado y secuencialmente compacto en T T  (X ,T ).
n€N  ^ ^
Como para cada neN (X^,T^) es secuencial y US-espacio, por
IV.1.22(a) y IV.1.11 se tiene que p^^C) es secuencialmente
compacto en (X^,T^). Entonces, f^(p^(C)) es cerrado en (x'^,T^)
y por tanto TT f (p (C)) es cerrado en T T  (x‘ ,T*).
nCN  ^ n£(\i ^
Como (TT  ^  )(C) es un cerrado de TT f (pTT) ), se conclu 
n € N  n  n t N  "  "
ye que ( T T  f )(C) es cerrado en TT (x',T‘) . 
n€N n£N
En general el cociente oe un espacio que admite una
F-secuencial compactificacion T^g, no admite una F-secuencial 
compactificacion ya que el axioma T^g no se conserva por
identificaciones.
Proposicion VI.3.9
Sea I j una familia finita de espacios topologi
cos . Supongamos que para todo it I ((X^,T\),f.) es una F-si 0 a 1 1  i
cuencial compactificacion T^g de (Xj^»T^). Entonces
( T  (X*. ,T'.)» T  f ) as una F-secuencial compactificacion 
i£l  ^  ^ i€I 1
de T  (X. ,T . ) . 
i€I  ^ ^
Demostracion:
Para todo i€I, f^ es un homeomorf ismo de (Xj_»T^) en 
(f.(X.),T* I ). Per tanto f . es un homeomorfismo de
f.(X.) i€l 1
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y~ (x T ) Gn ( ET^|(x-)f( H  T.) •V, 'i iei  ^  ^ iti 1
le, i r F.(x,)i£I  ^ ^
) . Ademas,
E  F, (X, ) = r  f, (X, ) = r  x', .
i€l 1 1 i€I 1 1 i€I
Por IV.1.17, se tiene que H  (X.,T.) es secuencialmente
i€ I  ^ 1
compacto. Ademas es T^a*
Por ultimo sea C un subconjunto cerrado y secuencialmente
compacto en H  (X.,T.) .Se tiene que C = H  C ., donde C. es 
i E l  1 1 _ i U  ^ . . . . \
cerrado y secuencialmente compacto en para todo i€I. En—
tonces ( E  f\)(C)= E  f\(Ci) es cerrado en 2T^(x\,T%) .
i U i€I
En (28) , K.Morita establece que un espacio topologico T
3a
(X,T) admite una P-numerable compactificacion T^g si y solamen­
te si existe ( (X' ,T '),f) F-numerable compactificacion de
(X,T) tal que (^x) D x’D e(X) , donde (( J3(X), p(T)),e) es 
la compactificacion de Stone-Cech de (X,T).
El siguiente ejemplo prueba que para las F-secuenciales 
compactificaciones T^g de un espacio topologico T^g no se tiene 
una caracterizacion analoga a la de K. Morita.
Ejemplo VI.3.10
Sê considéra el espacio topologico (N,T^) de los numéros 
naturales con la topologia discrete.
Se considéra ((X^,T'^),j) la secuencial compactificacion 
de Aiexandroff de (l\!,T^ ). Por VI.2.7, se tiene que ((X*,T^),j) 
es una F-secuencial compactificacion T^g de (lM,Tp).
Veamos sin embargo, que no existe una F-secuencial compac 
tif icacion T^g, ((x',T'),f),de (N,T^) tal que (h) ^  x' 3  e ( N ).
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En efecto:
Supongamos que existe una tal F-secuencial compactificacion 
T^a • Como e(N) no es secuencialmente compacto, se tiene que 
x' - e(N) ^ ^ . La sucesion |e(n)}^^^ en X tendra una subsu­
cesion convergente, |e(n^)j . Como ( |i(N), ^(1^)) es ,
si xj^  es el punto de convergencia de |e(n^)j en (x' , T ' )
(y por tanto en ( |i(N), (i(Tp)) se tiene que (n^ )} [x^ j
es cerredo en ( p(l\i), p(T^)), lo cual es absurdo,ya que todo
subconjunto cerrado e infinito de ( p(N), ^(7^)) tiena.de car
dinal 2^ * (Vease Pag, 71 de (34) ),
p jemplo VI.3.11
En (20*) A.KA70, construye (admitiendo la hipotesis oel 
continuo) un espacio topologico (Yo/Tg) cumpliendo las siguien- 
tes propiedades:
es 7^ .
es un M-espacio (Vease (27)). 
es separable, 
es localmente compacto. 
cumple el I.A.IM.
no admite una F-numerable compactificacion 
se deduce que (7^,7^) es isosecuencial compacto 
(1.1.39). Asi, por 62) y VI.1.4(B), se deduce que (7^,7^) no 
admite una F-secuencial compactificacion (Comparese con
V.1.2(E)).
Por otro lado, de 49) y 59) se deduce que (7^,7^) es local­
mente secuencialmente compacto, por tanto, ((Yg,7^),j) es una 
F-secuencial compactificacion J2 de (Yq>T^).
19)
(Yo'Tü
22)
(Yo'To
39)
(Yo'To
49)
(Yo'To
59)
(Y,.To
69)
(Yo'To
De 5S
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PropQsicion VI.3.12
Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto y 
Entonces, (X,T) admite una F-secuencial compactificacion
si y solamente si (X,T) es secuencialmente compacto.
Demostracion;
Si (X,T) es secuencialmente compacto, ((X,T),1^J es una 
F-secuencial compactificacion Oe (X,T).
Reciprocamente: Sea ( ( x ' , T ' ) , f )  una F-secuencial compacti­
ficacion Tg^de ( X , T ) .  Supongamos q u e ( x , T )  no es secuencialmente 
compacto. Entonces, por IV.1.28, se tiene que existe una suce­
sion ( X , T )  tal que tooa subsucesion suya tiene infi­
nites puntos de aglomeracion an (X,T) (Por tanto, ninguna sub­
sucesion de es convergente). Por otro lado como ( x ‘ ,T’)
es secuencialmente compacto, jf (x^ tiene una subsucesion,
que converge a un punto x' 6 x ' -  f ( X ) .  Como ( x ‘ ,T' ) 
k6N °
en 
k J ktN
es T^, x*^  es el unico punto de aglomeracion de <f(x )
(X*,T*). Asi, |f(x )[ no tiene puntos de aglomeracion en 
I '■'k Jkerj
(f(X),T* f/y\) y por tanto jx \ no tiene puntos de aglome-
 ^ I "k)k£N
racion en (X,T), lo cual es absurdo. Asi, (X,T) es secuencial­
mente compacto.
Dbservacion VI.3.13
a ) La demostracion anterior, prueba el siguiente resultado: 
"Sea (X,T) un espacio topologico numerablemente compacto y * 
Entonces, (X,T) admite una secuencial compactificacion si y
solamente si (X,T) es secuencialmente compacto'l
B) En la demostracion anterior se ha obtenido, ademas, la 
siguiente condicion necesaria para que un espacio topologico
admita una F-secuencial compactificacion T^g.
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"Sea (X,T) un espacio topologico y ((%',T'),f) una F-se­
cuencial compactificacion ue ( x , T ) .  Entonces, (X,T) no con­
tiene una sucesion ix V tal que ninguna subsucesion suya es( n j n < n
convergente y todas tienen un punto de aglomeracion."
Esta condicion necesaria no es suficiente, como lo prueba 
el ejemplo VI.3,11 ((Y^,Tg) cumple el I.A.N. ).
Corolario VI.3.14
Sea (X,T) un espacio compacto y T2 (Por tanto, (X,T) es 
T^g)* Entonces, (X,T) aomite una F-secuencial compactificacion 
T^g si y solamente si (X,T) es secuencialmente compacto. 
Demostracion ;
Es consecuencia de que todo espacio compacto y T2 es r.u-
merablemente compacto y T^g.
Ejemplo VI.3.15
a ) El espacio topologico (|ü,l},T )  ^ es compacto y
(0,1)
T2 ( y por tanto es paracompacto) y no es secuencialmente com­
pacto. Asi (|ü,l},T ) no admite una F-secuencial compac-
{0,1}
tificacion
B) Sea (X,T) un espacio discrete. Se tiene que (X,T) cumple 
las condiciones 12) y 22) de VI.2.7, Asi, ((X'^,T^),j) es una F- 
secuencial compactificacion T^g de (X,T).
Por tanto existen espacios metrizables que no cumplen el 
II.A.N., que admiten F-secuenciales compactificaciones T^g (Com- 
parese con VI.3.1). Basta considerar un espacio discrete (X,T) 
con card(x)> .
C) Se considéra el espacio topologicoo (X,T) =(La,n),T 
(N,Tu | j^ )* 5e tiene que (X,T) es T^g, no es secuencialmente 
compacto y no es metrizable (^([a,il_),T |-^  O ) ^  Gs secuencial­
mente compacto y no es compacte^.
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Por el apartaoo anterior ),j} es una F-secuen-
cial compactificacion de (N,T I ) y como ([a,Tl),T
j a  U||\ L G , 1 2 /
es secuencialmente compacto y T^g, (C_a,ri),T r ^  ^  ^ , 1, ^
es una F-secuencial compactificacion de (La,il),Tjr \). Asi,
I L G - j
por VI.3.9, se tiene que (([a,n_),T [a,n)))+(N*,(T^|^)*),lr2^Q^ + j)
es una F-secuencial compactificacion
Q) ([a,.Q),T Gs T^g, numerablemente compacta y
no es secuencialmente compacto. Asi (La,n),T|r ^  \  ^ no aomi-I - 3 , 1 i ;
te una F-secuencial compactificacion T^a*
En este ejemplo cada espacio coordenado admite una F-se­
cuencial compactificacion (Vease VI.2.8).
Queda plantaaco el siguiente problems;
*'Caracterizar los espacios topologicos T^g que admiten 
F-secuenciales compactificaciones T^g •
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